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Presentaciéon

Mis largos afios de experiencia docente en la ETSEIB no sélo impartiendo clases de
Algebra Lineal a los estudiantes de primer curso, sino preparando las colecciones de
ejercicios que los alumnos resuelven en sus clases de problemas, me han permitido reunir
una coleccién de éstos, en los que el alumno encuentra especial dificultad. Después de
resolverlos con todo detalle me ha surgido la idea de publicarlos para que puedan ser
de utilidad, ya no sélo a los alumnos de la ETSEIB, siné a alumnos de cualquier otra
escuela politécnica e incluso a alumnos de facultades de ciencias.

Algunos de los enunciados de los problemas estan inspirados en textos tedricos de
Algebra Lineal y el orden y reparto en capitulos ha sido, obviamente, fuente de in-
spiracién el programa de la asignatura de Algebra Lineal de la escuela donde ejerzo mi
labor docente.
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Polinomios y Fracciones racionales 11

Capitulo 1 Polinomios y fracciones racionales

1. Hallar el mdximo comin divisor, por el algoritmo de Euclides, de los polinomios

Py (2) = 21562° 4 11202* — 4332° — 1792% + 322 + 4
Py(x) = 13722° 4 7842 — 2452° — 1312* + 162 + 4

Solucién:
Recordando el teorema de Euclides:
MCD(Py(z), Py(z)) = MCD(P,(z), R(z))
Siendo R(z) el resto de dividir Pj(z) entre P;(z)
Sabemos que
MCD(P(z), Py(z)) = MCD(APy(2), Px(2)) VA unidad en RJz]

y al ser 2156 = 4.72.11 y 1372 = 4.7%, multiplicaremos P;(z) por 7 para evitar
fracciones al hacer la division de Py(z) por Pa(z);

T.Pi(z) = Py(2).11 + (—7842" — 3362° 4 1882* + 482 — 16)
R(z) = —7842" — 3362 + 1882* + 48z — 16

que simplificamos por —4 quedando
R(x) = 1962* + 842° — 472% — 122 4 4

Py(z) = R(z) - (Te + 1) + 0 luego MCD (P> (z), R(z)) = R(z)

por lo que:

MCD(Py(z), Py(z)) = R(z) = 1962 +842° — 472* — 122 4+ 4

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



12 Algebra Lineal. Problemas resueltos

2. Hallar las raices del polinomio  P(z) = 2* — 2® — 322 + 52 —2  sabiendo que
una de ellas es triple.

Solucién:

La descomposicién en factores primos del polinomio sera:
Pz) = (z - a)’(z - §)
Si « es una raiz triple de P(z), es raiz doble de P’(z) y simple de P”(z).

Por lo tanto el MCD(P'(z), P”(z)) contiene el factor (z — «a). Basta pues hallar
MCD(P'(z), P’(x)) vy entre sus factores, por tanteo en P(z), puede extraerse el valor
de a .

Ahora bien, en este caso concreto, puesto que P”(z) es de grado dos, resulta mas
sencillo hallar las raices de P” y de las dos ver cudl lo es también de P(z)

P'(z) = 42 — 32 — 62 +5
P (z) = 122* — 62 — 6

De P’(z) =0 tenemos z = —g = 1

P(—%)#0, luego —% no es raiz de P(z), sin embargo P(1) =0 luego o =1 es la
raiz buscada.

Puesto que dado un polinomio p(z) = a,z™ + ...+ ag con raices aq,...,a, contadas
con su multiplicidad, es a,—1 = —(a1 + ...+ a,), se tiene = —2.

3. Probar que P(z) = na"™? — (n+2)2"" + (n+2)z —n es divisible por (z—1)3.
(Se supone P(z) € R[z] vy n € N).

Solucién:

Que P(z) sea divisible por (z — 1) equivale a que 1 es por lo menos rafz triple
de P(z), raiz doble por lo menos, de P’(x) y raiz simple por lo menos, de P”(x).

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Polinomios y Fracciones racionales 13

Veamos
Pl)=n—(n+2)+ (n+2) —n=0Iuego 1 es raiz de P(z)
P'(z) =n(n+2)z"t — (n+2)(n+ 1)z" + (n + 2)
P(1)y=nn+2)—(n+2)(n+1)+ (n+2) = 0 luego 1 es raiz de P'(z)
P (z) =n(n+2)(n+ 1)z" — (n+2)(n+ 1)na""
P’(1)=n(n+2)(n+1) —(n+2)(n+ 1)n =0 luegoles raiz de P”(z)

por lo tanto P(z)es divisible por(z —1)° como pretendfamos probar.
Observamos ademds que P(x) no es divisible por (z —1)* pues

P"@)=n*(n+2)(n+ 2" = (n+2)(n+ 1)(n - 1)na""?
P"1)y=n*(n+2)(n+1) = (n+2)(n+ 1)(n— L)n=n(n+ 1)(n+2) # 0.

4. Consideremos P(z) = 2® — 42 4+ 5z — 2 a coeficientes reales.

a) Determinar P’(2) (polinomio derivado de P(z)) y dar su descomposicién en
factores primos.

b)  Probar que una de las raices de P’(2) lo es también de P(z) y deducir de esto
la descomposicién en factores primos de P(z) .

¢) Calcular MCD(P(z), P'(z)) y determinar dos polinomios Pj(z) y P»(z) tales
que:

Pi(z)P(z) + Py(z)P'(z) = MCD(P(z), P'(z)).

Solucién:

a)
Pl(z) =32 — 8z +5=(z — 1)(3z — 5).

b) Las raices de P’(z) son 1y 2, ahora bien:

5 5
P(g) # 0 luego 3 no es raiz de P(z).

P(1) =0 luego 1 es raiz doble de P(z)
P7(1) = —2 luego 1 no es raiz triple de P(z)

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



14 Algebra Lineal. Problemas resueltos

Luego

P)=(z-1*z—-a)=2"- 24+ a)2* + 20+ 1)z —a=
=2 — 42’ + 5z — 2

de donde a=2.

c) de

se deduce que:  MCD(P(z), P'(2)) = (z — 1)
Por el algoritmo de division (P(z) = P'(2)Q(z) + R(x)) tenemos:
OP(z) = P'(2)(3x — 4) + (=22 + 2) = P'(2)(3x — 4) — 2(x — 1).
Despejando (z — 1)
9P(z) — P'(2)(3z — 4) = —2(z — 1)

_7913( ) — %(390 —H)P'(2) = (z — 1)
Luego —9 -1
P1(96):77 P2($):7(3$_4)

5. Los restos de dividir un polinomio  P(z) € R[z] por -1, 2—-2yz—3
son respectivamente  3,7,13

Determinar el resto de dividir ~ P(z)  por el producto

(z = D(z - 2)(z = 3)

Solucién:

Por el algoritmo de divisién sabemos

P(z) = D(2)Q(z) + R(xz) con grado R(z) < gradoD(x)
P(z) = (z - D)Qi(z) + Ri(2) = (v = Qi () +

P(z) = (2 - 2)Q2(2) + R2(2) = (z - 2)Q2(2) +

P(z) = (z = 3)Q3(x) + Ra(z) = (z — 3)Qa(z) + 13
Px)=(x—1)(z—2)(z —3)Q+ R(z) con R(z)=az®+bx+c

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Polinomios y Fracciones racionales 15

Sabemos que el valor numérico de un polinomio  P(z) en u es el resto de
dividir el polinomio por z — u ; luego y para ¢+ =1,2,3

Plu) = (z = w)Qi(u) + Ri(u) = (v = 1)(u = 2)(u = 3)Q(u) + R(u)

de donde:
P(1)=Ri(1)=3=R(1l)=a+b+c
P2)=R:;(2)=7T=R(2)=4a+2b+¢c
PB3)=R3(3)=13=R(3)=9+3b+¢

que, resolviendo el sistema nos queda:

a=b=c=1 vy R(w):x2—|—x—|—1.

6. LEncontrar un polinomio P(z) € R[z] de grado cinco, tal que P(z) 4+ 10 sea
divisible por (z +2)> y P(z)— 10 sea divisible por  (z — 2)?

Solucidn:
Puesto que  P(z) + 10 es divisible por  (z +2)® , tenemos que  P'(z) =
(P(z)410)" es divisible por  (z+2)? ; y puestoque P(z)—10 es divisible

por (z—2)® | tenemos que  P'(z) = (P(z) — 10)" es divisible por (2 — 2)? ;
luego  P'(z) (polinomio de grado cuatro) serd

Plz) =k(z+2)*(x —2)* = k(z* =82 +16) con kcR
de donde

5
8
P(x) = k(% - §$3 + 16z 4 ¢), con ¢ € R e imponiendo que

Nota: Observamos que

P(z)4+10 = (z +2)°Q: (2) = P(2) = (2 +2)°Q1(z) — 10 = P(-2) = —10
P(z) =10 = (z — 2)°Qz(2) = P(z) = (z — 2)°Qa(z) + 10 = P(2) = 10

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



16 Algebra Lineal. Problemas resueltos

resulta

-32 64
—“10=k(—+ — —32

(5 +3 +¢)

32 64
W=Fk——-——+32

(5 -5 +32+9

y resolviendo el sistema tenemos
75 15 25 75
c=0,k=— vy Pla)=-—2" - =2’ 4+ —=z

128 128 16 8

Otro método:

De:
P(z) 410 = (z +2)°Cy (2) con gradoCy(z)

P(z) =10 = (z +2)°Cy () con gradoCsy(z)

}
2
tenemos:

20 = (z +2)°Cy (z) — (z — 2)°Cy ()
1 1
L= (242 (1) + (r — 2 (s Ci ()
es decir, hemos de buscar 55C(z) y 35C2(x) que son los polinomios de grado minimo

que hacen que se cumpla la identidad de Bezout, (observese que (z +2)% y (2 — 2)?
son primos entre si).

7. Descomponer en fracciones simples sobre R, la fraccion

—142% 4 3z — 39
(x —1)2(x — 3) (22 +4)

fdem sobre C.

Solucién:

Planteamos

—142% 432 — 39 _a 4 b c dr + e
(z—1)2(x-3)(a24+4) -1 (2-1)2

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Polinomios y Fracciones racionales 17

(Observamos que 2? 4+ 4 es primo sobre R). Operando en el segundo miembro, queda

—142% 4+ 32 — 39
(z —1)%(z — 3)(22 +4)
a(z — D)z —3) (2 +4) +b(z = 3)(2* +4) +c(z — 1)*(2* +4) + (dz + €)(z — 1)*(x — 3)
(z —1)%(z — 3)(22 +4)

De la igualdad de estas dos fracciones se deduce la igualdad de los polinomios nu-
meradores de las fracciones. De aqui se deduce por lo tanto un método de calculo
de los coeficientes desconocidos: identificar los coeficientes de igual grado de ambos
polinomios, obteniendo asi un sistema de cinco ecuaciones con cinco incégnitas. Otro
método mas sencillo para obtener los coeficientes es: si dos polinomios son iguales, sus
funciones polindmicas asociadas son también iguales, por lo que, dando valores a = en
ambos polinomios, los valores numéricos han de ser iguales. Asi,

paraz =1 es —14+3-39=0(1-3)(1+4) = b=5

paraz =3es —14-3249-39=¢(3-1)’(3°+4) = c= -3

parax =0es —39=12¢ — 60— 12 —-3e = 12a — 3e =33

parax = —1 es — 14 —3 -39 =40a — 100 — 60 — 16(—d +€) = 10a + 4d — 4e = 26
paraz=2es —564+6—-39=-8a—40—-24— (2d+¢€) = 8a+2d+e=25

Resolviendo las tres tltimas ecuaciones resulta ¢ = 3, d = 0, e = 1, luego la

descomposicién es
3 5 -3 1

x—1+(9€—1)2+x—3+x2—|—4

Pasemos ahora a efectuar la descomposiciéon en C.

2% + 4 ya no es primo en C, 2% + 4 = (2 — 27)(z + 27), por lo que la descomposicién
sera:
—142* + 32 — 39
(x —1)2(z — 3) (2 +4)

a b c m n

x—1+($—1)2+$—3+x—2i+x—|—2i

Comparando esta descomposicién con la anterior, podemos asegurar que a, b, ¢

in los mi btenid 1 Ly —— 4 " 1
serdn los mismos obtenidos para el caso rea = or lo que
P IR, T+ 2 362—|—4p 4
1 =m(z + 2i) + n(x — 2i), que para * = —2i se tiene 1 = —4ni — n = +71i
para x = 2¢ se tiene 1 =4m1 = m = —ii, y la descomposicién es
1: 1:
3 5 -3 —Zl Zl

x—1+(x—1)2+$—3+x—2i+x—|—2i

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



18 Algebra Lineal. Problemas resueltos

8. Descomponer en fracciones simples sobre C, R y Q la fraccién racional siguiente

ot —2 -1
3 (2 =2t — 1)

= Q).

Solucién:

Puesto que el grado del numerador es mayor que el del denominador, efectuamos la
divisién y tenemos
61t + 265 — 2 — 1

)y =142
QU =142+ — i

t5 — 2t* — 3 tiene la misma descomposicién en factores primos tanto sobre R como
sobre C:
=2t =P =3t — 1 - V2)(t — 14+ V2)

No asi sobre Q que > — 2t — 1 es primo, por lo que la descomposicién en fracciones
simples de Q(t) serd la misma tanto sobre R como sobre C y distinta para Q.

Veamos para Ry C:

Qu=tt2+ar By P F
N Bttt —1-2 t—14+2

que operando obtenemos

(A+Bt+CY(E* -2t — )+ 3(D(t — 1+ V2) + E(t — 1 —+/2))

tYy=t+2
Q() +2+ B — 9t 3

P(t)

424
Pt e T

por lo que
614 421 — 1> —1 = (A+Bt+Ct*) (2 =2t = 1) +3 (Dt = 14+V2) + E(t—1-V/2)) = P(t)

y haciendo uso del hecho: si dos polinomios son iguales también lo son sus funciones
polinémicas asociadas, tenemos

6t4—|—2t3— 21 (0):—1:P(0):—A

( )
(6t* +2t° —* —1)/(0) = 0= P'(0) = —B — 24
(6t +2t3 —t* — 1)"(0) = =2 — P"(0) = 2(A - 2B - C)
(6t* + 2t° — t2 — 1)”’(0) 12 =
() ( =20+ (=1 +V2)D + (-1 - V2)E)
(6t +26° —* — 1)””(0) = 144 = P""(0) = 48C + 48(D + F)

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Polinomios y Fracciones racionales 19

Resolviendo el sistema de ecuaciones obtenemos:
A=1 B=-2 C=6 D=4V2 E=-4V2

v la descomposicién es

1 -2 6 12 —4\/2
H=t+24+ 5+ —+-+ +
Q1) B T 1 V2 =142

Pasemos a la descomposicion de @Q(t) sobre Q:

A B C M
Q(t):t+2+t—3+t—2+?+t2

—-2t—1
42 —4+/2 1
haciendo V2 + V2 == 0 € Q1)
t—1-vV2 t—14v2 t*=2t-1
por lo que
1 -2 6 16
D=t+2+ =4 —f - f ——
QU =tt24 5+ ot it ey

v puesto que la descomposicién en fracciones simples es Unica, ésta serd la descom-
posicion sobre Q.

9. Descomponer en fracciones simples sobre C la fraccién racional siguiente

1
QW) = T3P =5y

Solucién:

La descomposicién sera

A B
>t
donde A, , B, con n=1,...,9 son nimeros complejos a determinar.
. 1 . . .
Consideremos F(z) = ———— funcién racional; desarrollamos F'(z) por la férmula

(x = 5)°
de Taylor en el punto 2 = 3, hasta el orden 8, obteniendo

Flz) = F(3) + F/l(!‘g) (6 —3)+...+ Fg(f’) (¢ = 3)* + G(a)(x — 3)°

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



20 Algebra Lineal. Problemas resueltos

siendo /() una funcién racional que esta definida para @ = 3; usando este desarrollo
tenemos

1 F(3) F'(3) F3(3)

e s w3 o Tty TOW

Por la unicidad de los coeficientes A,, v B, tenemos

_ )
An = (9 —n)!

ez £(3) = (1) L
17-n)! 1

y por simetria tenemos, (observese que obtenemos B, considerando Fj(z) = W
x J—

y repitiendo el proceso anterior).

(17-n)! 1

B, = (—1)°—"
D e =y

10. Sobre el cuerpo de los racionales, descomponer en fracciones simples la fraccién
racional siguiente

2(2? + 1)
(x4 1)(z+2)

Q) =

Solucién:
Observamos que 2> + 2 no tiene raices en Q, luego

2(362—|—1) A Bx?+Cax+ D

(x4+1)(z*+2) (z2+1) (2% +2)

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.
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21

Operando
2(z% 4+ 1) A(2® +2)+ (B2? + Ca + D) (z + 1)

(x4 1) (23 +2) (x4 1)(z+2)

Igualando numeradores tenemos

A+B=0 A=4
B4+C =2 N =—4
2A+D =2 D=-6
luego la descomposicién es
4 —42* + 62— 6
Q) = (. +1) 3+ 2

11. Descomponer sobre R la fraccién:

Solucién:

Haciendo 224 1 =y tenemos 22 =y — 1, luego

r (y—1n" _ Zizo (7:) (=D)fyn

(z2 +1)" yn yn -
ORY (1)
Yy

+y—2+...+(—1)”7:
1x<2:—>1+ (@ +1) <n>

(%)

s+ (=D"

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Espacios vectoriales 23

Capitulo 2 Espacios vectoriales

1. Sea Ry el grupo multiplicativo de los nimeros reales estrictamente positivos. Pro-
bar que Ry X Rg X Ry es un R-espacio vectorial con las operaciones siguientes:

v($7y7z)7($17y1721)GROXROXRO YAe R

(x,y,2) * (¥1,41,21) = (- 21,Y - y1,2 - 21)
Ao (z,y,z) = (xA,yA,ZA)

En caso de ser dimensién finita determinar una base

Solucién:

Es facil probar que con la operacién * el conjunto Ry x Rg X Ry es un grupo abeliano:
Asociatividad

V(z,y,2), (x1, 41, 21), (22,42, 22) € Ro X Rg X Ry

$7y72’) ( c T2, Y1 92721'22):
(96 ) 9627(9'91)'927(2'21)'22):
(90 Y,z ) (901791721)) (962792722)

(907%2) * ((961791721) (962792722))
= (2 (21 -22),y*Y1-Y2),7- 21 - 22))

:($'$17y'y172"21) (952792722)

(
(
(
(Esta propiedad nos permite escribir (z,y, 2)

# (21,91, 21) * (22,92, 22) )

Conmutatividad
V(ac,y,z), (xhylvzl) € RO X RO X RO

(907%2)* (901791721) = (96'90179'9172'21) = (961 T, Y, 21 'Z) =
= ($17y1721) * ($7y72’)

FElemento neutro

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



24 Algebra Lineal. Problemas resueltos

V($7y72’) € Ro xRy xRy

(L, )*(z,y,2)=(1-2,1-y,1-2)=(z,y, 2)

Flemento simétrico

V(z,y,z) € Ro x Rg x Rg 3(1/2,1/y,1/2) € Ry x Ry x Ry tal que
(xvyvz) * (1/$71/y71/2’) = ($ ) 1/$7y‘ 1/y.Z-1/Z> = (17171)

Veamos ahora que la operacién externa verifica las cuatro propiedades necesarias para
que el conjunto sea un espacio vectorial:

Primera ley distributiva
VAe R V(z,y,2), (z1,y1,21) € Ro x Rg X Ry
Ao ((x,y,2)* (1,41, 21)) = Ao (- 21,y - y1,2-21) =
= (($ . wl)Av (y . yl)Av (Z . ZI)A) = (xA : vayA . ylAv'ZA . ZIA) =
= (wAvyszA) * (vaylszlA) = (/\O (xvyvz)) * (/\ © ($17y1721))
Segunda ley distributiva
VA, p € RVY(z,y,2) € Ro x Rg x Rg
A+ p)o(w,y,2) = (aMr e 2 = (b oty oyt 22ty =
= (xA,yA,ZA) « (at yt, 2") = (Mo (z,y,2)) * (o (z,y, 2))
Asociatividad de los escalares
VA, p € RVY(z,y,2) € Ro x Rg x Rg

(/\ ) :u) © (xv Y, Z) = (xA.Mv yA.Mv ZA.M) =
= (@) @MY ()Y = Ao (et y", ) =
= Ao (uo(2,y,2))

Propiedad del elemento unidad del cuerpo
V($7y72’) € Ro xRy xRy

lo(z,y,2) = (z',y', 21) = (2,9, 2)

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Espacios vectoriales 25

luego, en efecto Rg x Rg X Ry es un R-espacio vectorial.
Veamos cudl es su dimensién y si es posible, determinemos una base.

Sabemos que Vo € Ro = = €!°8% | luego Y(z,y,2) € Ry x Ry x Ry, se tiene

(2,y,2) = (%87, €108V, €1°87) = (l°8% 1, 1)« (1,€'°8Y, 1) # (1,1,€!%8%) =

= (logz o (e,1,1)) * (logy o (1,e,1)) % (logzo (1,1,¢€))

luego los vectores (e, 1,1),(1,e,1),(1,1,¢) € Ry X Ry x Ry forman un sistema de
generadores.

Claramente son independientes, veamos:
de (AMo(e,1,1))*(A20(l,e,1))* (A50(1,1,€e)) = (1,1,1)
tenemos
(eM, e, eM) = (1,1,1) = MN=1Vi=1,23 = X\N=0Vi=1,2,3

por lo que forman una base de dicho espacio vectorial.

2. Demostrar que el conjunto FE de las sucesiones numeéricas
w = (ug, Uz, oy Up, o) = (Un) néeN

de nimeros reales provista de dos leyes de composicién, una interna + y una externa
-, definidas mediante:

v+v = (u,+v,) VnéeN

v E, VAeR
e € {/\-u:(/\-un) VneN

es un espacio vectorial.

Solucién:

Primero, probaremos que la operacién (interna) 4 dota a E de estructura de grupo
abeliano
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Asociatividad

v+ (v+w) = (uy + (v+ w)n) = (un + (v, + wy)) =

—_
~—

= ((tp 4+ ) Fwn) = (u+v)p +w,) = (u+v) +w
(1) R tiene estructura de grupo, con la operacién +

Conmutatividad

(u+v) = (up+v) = (vy+v,) = (v+u)

Existencia de elemento neutro
veamos que existe e € F tal que u+e=u,Vu € I

si u+e= (u,+e,) =u, Yu € F, entonces u, + €, = u,, ¥n € N, de donde
e, =0,YneN y e=(0,0,...,0,...) ,luego e existe y es tnico.

Existencia de elemento simétrico
hemos de ver que Yu € F existe u~! tal que u4u~! =e

si u+ut = (u, +u;l) = e, entonces u, +u,! = 0,¥n € N, de donde u_ ! =
—u,,Vn €N vy u™l=(-u,);luego u~! existe y es tnico.

Veamos ahora que la operacién (externa) - verifica las cuatro propiedades, necesarias
para que el grupo abeliano F sea un R-espacio vectorial

Primera ley distributiva

Yu,v € £, YAeER

AMu4v)= Au+v)n) = (Aun + vy)) = (Au, + Avy,) =
= (Aug) + (Avy) = Muy) + A(vn) = Au+ Av

Segunda ley distributiva

YapeR, YVueF

A+ )= (A + ) = g + ) = () + () =
— M) + pulun) = M+ pu

Asociatividad de los escalares
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YapeR, YVueF

(Aw)u = ((A)un) = (Mpun)) = Mpun) = Mp(un)) =
= A(pu)

Propiedad del elemento unidad del cuerpo

Sea 1R y VYuéeF
Lru=1-u,) = (u,) =u

luego F es un R-espacio vectorial.

3. Sea F(R,R) el espacio vectorial de todas las funciones de R en R . Estu-
diar, para qué valores de k € R;

W={feFR,R)/f(1) =k}

es un subespacio vectorial de F'.

Solucién:

Recordemos que F es un subespacio vectorial del K -espacio vectorial F siy solamente
si:
YA, p € K VYu, v € F entonces Au+pv € F

Sean pues A\, u € Ry f, g€ F(R,R);

(Af+ng) € F(R,R)  siysélosi (Af+pug)(1) =k

comprobemos si esto es asi

(Af +pg) (1) = (A1) + (ng) (1) = Af(1) 4+ pg(1) = Me + pk = (A + )k

luego (A4 )k = k VA, p € Rsiy sélosi k=0, por lo tanto W es subespacio
vectorial si y sélosi k=10.

4. Sea {ej,es,e3} una base del R-espacio vectorial R?.
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iDeterminan los vectores aeq + bey, cey + deg, ees + feq, con a,b,c,d,e, f  escalares
no nulos, una base de FE7

Aplicar el resultado a las familias de vectores
a) (1,1,0), (0,1,1), (1,0,-1)
b) (3,1,0), (0,2,1), (1,0, 2)

referidos a la base natural de R3.

Solucién:

Puesto que el nimero de vectores dado coincide con la dimensién del espacio, estos
vectores forman base si y sélo si son independientes. Recordemos que una coleccién de
vectores {ey,...,e,} de un K-espacio vectorial son independientes si y sélo si:

Aer+ o+ A, =0 A =...=2,=0
Veamos pues,

A1 (aeq + bea) + Ao (ceq + des) + Az(ees + fer) =
(/\1a + Agf)@l + (Alb—|— AQC)@Q + (Agd—|— A3€)€3 =0

Y puesto que {ey,ey,e3} es base, tenemos

/\1(1 + Agf =0 /\1ab—|— Agfb =0
Agfb - AQQC =0
Mb+oe =03 < MNab+ dyac =03 = =
Agd—|— Ag@ =0
Agd—|— Ag@ =0 Agd—|— Ag@ =0

A3 fbd — Asacd = 0

= A3(fbd+ ace) = 0
Apacd + Asace = 0

Luego, si fbd+ ace #0 = A3 =0, Ay =0, A\ = 0y los vectores serdn independientes
y formaran base (si fbd+ ace = 0 ; cualquier A3 € R es solucién del sistema y por lo
tanto, los vectores dados, no pueden formar base.).

Aplicando el resultado a las familias dadas, tenemos

a) (1,1,0) = (1,0,0)+ (0,1,0) = a=b=1
(0,1,1)=(0,1,0)+ (0,0, 1) = c=d =1 = fbd = —ace
(1707_1):(17070)_(07071):>€:17f:_1
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luego, son dependientes (la relacion de dependencia es (1,1,0) — (0,1,1) = (1,0,1) .

b)  (3,1,0)=3(1,0,0)+ (0,1,0) = a = 3,b = 1
(0,2,1)=2(0,1,0) 4+ (0,0,1) = c=2,d=1 p = fbd # —ace
(1,0,2) = (1,0,0) + 2(0,0,1) = e = 1, f = 2

luego, son independientes, y por lo tanto forman base.

5. Sea F un espacio vectorial sobre C de dimensién ny sea {u;}i<i<, una base.
Por restriccion del cuerpo de escalares, F puede considerarse como un espacio vectorial
sobre R.

Demostrar que los 2n vectores {uy, ..., uy,iuy,...,iu,} forman una base de FE sobre
R . Deducir de aqui que dim Er =2 -dim Fc

Nota: hemos llamado Fe, Fr a FE como C espacio vectorial y como R espacio
vectorial respectivamente.
Solucién:

Ante todo, notamos que los vectores de Fe¢ v Fg son los mismos. Veamos primero que
los vectores dados son independientes en Fg ; consideremos una combinacién lineal
igualada a cero:
A+ oo Apun + Apprtug + o4 Agpiu, =0, con A;ERG=1,...,2n
sumergiendo Fgr en Fg esta igualdad puede escribirse
M+ A1) ur + .o+ (A + Aopi)u, =0 con Aj+ A0 €C
y puesto que {u;} son base de F¢ , tenemos

Ai+ g =0 Vij=1,...,n

por lo que:
/\j:/\n-l—j:() Vj:l,...,n

y por lo tanto, los vectores {uy,...,up,iuy,...,iu,} son independientes. Veamos
ahora que generan Fr . Si u € FR , entonces u € Fe y por lo tanto

u=Muy+...+Au, con A\jeCj=1,...,n,
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es decir,
Aj=aj+bjij=1,...,ncon a;b; €R,

luego
w= (a1 +b1i)us + ...+ (a, + bpi)u, =

ajuy + bit)ur + ...+ apuy, + bytu, =
=aiuy + ...+ apu, +biug + ..+ byiu,

luego, son también generadores. Por ser un sistema de generadores independientes son
base, y por lo tanto

6. Sea F = R?. Decir si los vectores {(1,2,3), (2,5,8), (1,3,7)} son dependientes
o independientes.

Solucién:

El método que vamos a usar aqui para la discusién de la dependencia o independencia
se apoya en las proposiciones siguientes.

a) Dados p vectores, p < n, de un espacio vectorial de dimensién n, 2; =
(a},...;a%), 1< i < p, silos coeficientes a! son nulos para i > jcon al # 0 (es
decir, si colocamos los vectores en columna, la matriz obtenida es tal que por encima
de la diagonal principal, los elementos son todos nulos), entonces los vectores son
independientes (es una condicién suficiente, pero no necesaria); . Analogamente, si los
coeficientes a! son nulos para i < j con a! # 0 (es decir, si colocamos los vectores
en columna, la matriz obtenida es tal que por debajo de la diagonal principal, los
elementos son todos nulos), también son independientes.

b)  El rango de un sistema de vectores no varfa si a uno de ellos le sumamos una
combinacién lineal de los demds, por lo tanto para investigar las dependencia o no de
los vectores dados los colocaremos en columna yuxtaponiéndolos y haremos operaciones
elementales de fila o columna para conseguir los ceros necesarios para conocer el rango
de la matriz, es decir la dimensién del subespacio que engendran

1 Ty T3 zy @l @l oy ) @l
1 2 1 1 0 0 1 00
25 3l ~1211)~12 120
3 8 8 3 2 5 3 2 3
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7 7 7

T = T1; Ty = —2x1 + 22 Ty = —T1 + T3;
"o 1. "o 1. "o / .
Ty = Ty Ty = Lo, T3 = —Ty + T3

Los tres vectores cumplen la condicién establecida en a), luego son independientes.

7. Hallar A\, u € R para que (), i, —37,—6) € R* pertenezca al subespacio F'C R
generado por (1,2,-5,3) vy (2,-1,4,7).
Solucién:

Para que el vector (A, u, —37,—6) pertenezca a [ es condiciéon necesaria y suficiente
que pueda ponerse en combinacién lineal de los generadores de F :

(A, —37,—6) = a(1,2,-5,3) + b(2,—1,4,7)

obligando pues a la compatibilidad del sistema resultante

A=a+2b
L =72a->
a=5 b=-=-3 Ax=-1, p=13
—37 = —ba+4b
—6 = 3a+7b

luego el vector (A, p, —37,—6) € F'siysélosi A = -1 y p =13.

8. Sea F = R?yW el subespacio engendrado por el vector (1,1). Si Ues el
subespacio engendrado por el vector (0,1). Probar que FE es suma directa de W'y
U . Sea ahora U’ el subespacio engendrado por el vector (3,1). Probar que también
se verifica F'=W @ U’ (no unicidad del complementario).

Solucién:

Recordemos que si F, G son subespacios de F ; estos forman suma directa si y sélo
si

FNG = {0)

Si F' y G forman suma directa y ademads se verifica que

F+G=F
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diremos que F es suma directa de estos dos subespacios y lo notaremos por F ¢ G
Si F es de dimension finita y F y G forman suma directa, para que F+4+ G = F
basta comprobar que

dim F4+dim G = dim FE

Tomemos pues © € WNU,es & = A(1,1) porserde W,y &= pu(0,1) por ser de
U.

Identificando A(1,1) = p(0,1) es

luego = = 0 y por tanto la suma es directa. Puesto que dim F = 2 y dim W =
dim U = 1 se tiene

dim W +dim U = dimF
luego, en efecto, ¥ = WG U.

Sea ahora y € WNU’ como antes: y = A(1,1) = u(3,1), de donde
A =3u A=pu

y de aqui se deduce A\ = u = 0 , es decir, y = 0; luego Wy U’ forman también
suma directa y dim W +dim U’ = 2 = dim F , por tanto es también F = W & U’

9. Sea F; el espacio vectorial de polinomios de una variable de grado inferior o igual
a 3 a coeficientes en R.

a)  Probar que los polinomios p € Ps que verifican p(1) = p'(1) = 0 (siendo p’ el
polinomio derivado de p) forman un subespacio vectorial F'de P5 . Dar su dimensién.

b) Los polinomios (z — 1)y a(x — 1)%, ;son linealmente independientes? Dar una
base de F'.

¢) Encontrar dos polinomios para completar la base de F'y formar una base de Ps.
Determinar un subespacio vectorial complementario F de Fen Ps.

Solucidn:
a) Sean p,q € I';veamossi Ap—puqg € F' VA, peR

(Ap— pg)(1) = Ap(1) = pg(1) = A-0—p-0 =10
(Ap = pg)' (1) = (Ap" = pg')(1) = Ap'(1) = pg'(1) = A-0—p-0 =0
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Luego, en efecto, Ap — pg € F', v F es pues un subespacio vectorial.
Sea p(z) = aza® + aya® + a1z +ag € I, luego

p(l)=as+as +a; +ay = 0} a; = —3as — 2a,

p' (1) = 3az +2as +a; = 0 ag = 2a3 + as

y por tanto,

p() = az2® + agz® + (=3az — 2a3)z + (203 + a3) =
= ag(x?’ — 3z + 2) + aq (x2 — 2%+ 1) = a3p1(x) + agpo ($)

y pu(),pa(z) € F(pi(1) = pi(1) = 0y p2(1) = p5(1) = 0) por lo que son
generadores.

Y son independientes, pues de

aspi(z) + azpa(xz) = 0; se tiene a3 = az = 0
luego son base, y dim F = 2.
Otra forma:
De hecho, basta observar que si p(z) € F entonces p(z) = (z — 1)*(az +b) = az(z —
1)? +b(z — 1) = apy(x) + bpz (z) luego F es el conjunto de polinomios generado por
p1(x),pa(x) con pi(x) y p2(x) independientes, por lo que F' es un subespacio vectorial
de dimensién 2 y estos dos polinomios determinan una base
b) Sea A(z —1)? + pax(xz —1)? = 0, reordenando términos tenemos

prd + (A =2z + (u—2N)z+ A =0

y por tanto, A = p = 0, es decir, son independientes. En a hemos observado, que
(x — 1), o(x — 1)* € F (pues F es el conjunto de polinomios de grado menor o igual
que tres tales que tienen a 1 como raiz de multiplicidad por lo menos dos), luego, son

base de I .

¢) Los vectores x? —2x+1, 23 —22% 4+« son independientes ya que forman una base
de F . 1,z son vectores independientes de 2% — 2z 4 1, 2% — 22? + 2 , ya que

/\-1—|—,u-x—|—04($2—2x+1)—|—ﬁ($3—2$2—|—9€) =0 =
ﬁx?’—l—(04—2ﬁ)x2—|—(,u—204—|—ﬁ)x—|—04—|—/\ =0

dedonde a =3 =A=pu=20
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luego G = [1, 2] es un subespacio complementario de F'.

10. Sean A = {aj,as,a3}, B = {by,by,bs} dos bases del espacio vectorial R?> relacionadas
mediante:

a; = b1—3b2—|—4b3
ay = by + b3
az = by + by + b3

a) Hallar la matriz que transforma las coordenadas de los vectores de la base B a la

A.
b) Sea C' = {1, cq, 3} una nueva base cuyas coordenadas respecto de B son:

c1 = by — by + b3
—b1 + by
C3 = bg—bg

C

Hallar la matriz de transformacién de Ba Cyde Aa C.

Solucién:
a) Recordemos que la matriz S de pasode A a B esla matriz cuadrada cuyas colum-
nas son las coordenadas de los vectores de A expresados en la base B . Luego:

1 0 1
S=1-3 1 1 matriz de paso de A a B
4 1 1

vy esta matriz es tal que si componemos dicha matriz con un vector columna cuyos
componentes son las coordenadas de un vector de R? en la base A, el resultado es
el mismo vector (vector columna) cuyos componentes son las coordenadas del vector,
pero expresado en la base B .

Obviamente, la matriz de paso de B a A serd

1 0 -1 1
S = - -7 3 4
71 =1

(obsérvese que necesitamos la expresién de los vectores de la base B en funcién de la
base A, por lo que tenemos que invertir el sistema dado).
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b) Anélogamente, la matriz de paso de C'a Bes

1 -1 0
T=1-1 1 1
1 0 -1
luego, la matriz de paso de Ba (' es
1 1 1
T'=1(0 11
1 1 0
y si componemos las matrices Sy 77!
2 2 3
T 'S = 1 2 2
-2 1 2

nos proporciona, obviamente, la matriz de paso de Aa C'.

11. Estudiar si los vectores wy; = (0,1,-2,1), wy = (1,1,2,-1), w3 = (1,0,0,1),
wy = (2,2,0,—1) forman o no, una base de R*
Solucién:

Para que formen base es condicién necesaria y suficiente que sean linealmente indepen-
dientes, es decir,

Awy + Awy + Azws + Awy =0 & A=A =M= =0

lo que equivale a decir, que el sistema

0-Ar4+1-A4+1-A34+2-24 =0
1T-AM+1-A4+0-A34+2-24 =0
—2A1—|—2A2—|—0A3—|—0A4:0
1- A —=1-XA+1-A3—-1-24 =0
tenga solucién unica; lo que equivale a que

0 1 1 2

1 1 0 2
D= -2 2 0 0 70

1 -1 1 -1
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D = —8 # 0, luego, en efecto, son base.

Observamos que, para ver si n vectores de un espacio vectorial de dimensién n , forman
base basta calcular el determinante de la matriz, formada por los vectores columna que
expresan los vectores dados respecto una base y ver si es 0 no distinto de cero.

12. En el espacio vectorial R*? se consideran los subespacios F; y FE; generados
por los vectores (1,1,1,1) y (1,-1,1,-1) para Fy,y (1,2,0,1), (1,2,1,2) y (3,1,3,1) para
FEs .

Hallar las dimensiones del subespacio interseccion y del subespacio suma.

Solucién:
Observamos que dim Fy = 2 ya que (1,1,1,1) , (1,-1,1,-1) son independientes.
Veamos cudl es el subespacio £y N Esy :si v € Fy N FEy , entonces

v o= AL 1,1, 1) 4 As(1, —1,1, 1) =
= H1(1727071)+M2(1727172)+M3(3717371)

es decir,

A+ Ao = pr + po 4 3us
A1 — Ay = 2pu1 + 2p + 3
A1+ Ay = o+ 3us

A1 — Ay = 1+ 2p2 + ps

por lo que, dando valores cualesquiera a los escalares s, s , obtendremos los vectores
de FE7j N FE;y, y puesto que hay dos pardmetros libres dimFy N Ey = 2

pr =0
201 = 3 + 4ps
20y = —po + 2us3

Por ejemplo, para py = —1, pus = 1, se tiene
wy = (3,1,3,1)—(1,2,1,2) = (2,—-1,2,-1) € E1 N E;
para gy = pz = 1
wy = (1,2,1,2)4+(3,1,3,1) = (4,3,4,3) € E1 N Fy
observamos que w;y ws son independientes por lo que dem Fy N Ey; > 2 y puesto

que
EFiNEsCEy y dimE; =2
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se tiene que E1NFEy = Fy y dimFEiNE; = 2.

Sabemos que dim (F1+F2) = dim Ey+dim Ey—dim (F1NE3) |, luego dim(E1+Es)
dim E2 .

(Tenemos que Fy + Ey = Ey , pues Fy C Ey + Fy y tienen la misma dimensién).
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Capitulo 3 Sistemas de ecuaciones lineales. Matrices

1. Dada la matriz

8 =5 —13
B=|8 -4 -29
4 -1 -6

reducirla a una matriz diagonal mediante transformaciones elementales de filas y colum-
nas.
Solucién:

Tomamos la matriz B y restamos la primera fila a la segunda; y la primera al doble
de la tercera, quedando

8 =5 —13
B~10 1 —-16 | = By
0 3 1

Tomamos ahora la matriz B; y restamos a la tercera fila el triple de la segunda,
quedando

8 =5 —13
Bl ~ 0 1 _16 = B2
0 0 49

Sobre B, dividimos la tercera fila por 49

8 =5 —13
B2 ~ 0 1 _16 = B3
0 0 1
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Sobre Bjs, sumamos a la segunda fila dieciséis veces la tercera y a la primera trece
veces la tercera

By ~ = B,

o O
S = Ot
_ o O

Sobre By, sumamos a la primera fila cinco veces la segunda y tenemos

By ~ = B;

o O
o = o
_ o O

que es ya diagonal; podemos seguir reduciendo dividiendo la primera fila por 8,
obteniendo

Bs ~

o o =
[ R
—_ o o
(l
—~

luego B~ 1.

2. Determinar la inversa de la matriz

donde A e M3(R)

I

[
— o
N
W N o

por el método del pivote.

Solucién:

Yuxtaponemos la matriz A y la matriz identidad I

_ o =
N =
w N 0
o o =
o~ o
— o o

Il

|
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v hacemos las transformaciones elementales de filas, necesarias para convertir A en
I. Una vez terminado el proceso la matriz que aparece en el lugar que ocupaba [ es
la matriz A~ inversa de A

1 4 8 1 0 0 1 4 8 1 0 0
Aot 2 o1 ofgloo 2 01 0
0 6 11 1 0 1 0 0 1 -1 6 -1
1 4 8 1 0 0 1 4 0 9 —48 8
o 0 0 2 —11 2 () 0 1 0 2 —11 2
0 0 1 -1 6 —1 0 0 1 -1 6 —1
1 0 0 1 -4 0
(’:) 0 1 0 2 —11 2
0 0 1 -1 6 —1
v por consiguiente
1 -4 0
ATt = 2 —-11 2
-1 6 —1

(a) A la tercera fila de A le sumamos la primera, obteniendo A;

(_b) A la tercera fila de A, multiplicada por —1 le sumamos seis veces la segunda de
A; obteniendo A,

le restamos dos veces la tercera de A,, obteniendo As

(¢) A la segunda fila de Ay
(d) A la primera fila de A3 le restamos ocho veces la tercera, obteniendo Ay
Ay

(e) A la primera fila de le restamos cuatro veces la segunda

3. Resolver el sistema
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T—2y+3z2=7
204y —2z=-2
3x—y+z2=6

Solucién:

El sistema se expresa en forma matricial por

1 =2 3 x 7 7 x
2 1 -2 y | =1 -2 AX = -2 | con X = |y
3 -1 1 z 6 6 z
7
Yuxtaponemos a la matriz A la matriz columna | —2 |, obteniendo la matriz B y
6

hacemos transformaciones elementales a B para poder comparar los rangos de A y

B

1 -2 3 7 1 -2 3 7 1 -2 3 7
2 1 -2 -2]~10 5 =8 =16 |~ 10 5 =8 16
3 -1 1 6 0 5 =8 =15 0 0 0 1

luego rangoA =2 , rangoB = 3 , y por tanto, el sistema es incompatible.

4. Discutir segin los valores de a,b, ¢, d el sistema a coeficientes en K siguiente

r+2y+3z+4t=a
20+ 3y +4z+t=20>
3x+4dy+z2+2t=c
de+y+2z+3t=d

suponiendo: a) K = Q b) K=12

Solucién:
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1 2 3 4 a 1 2 3 4 a
2 3 4 1 b 0 -1 =2 -7 =2a+b
3412 ¢ 710 -2 =8 —10 -3a+c
4 1 2 3 d 0 -7 —-10 -13 —4da+d
1 2 3 4 a 1 2 3 4 a
01 2 7 20— b 01 2 7 20 — b
“lo 0 4 -4 a—2b+c 0 0 4 -4 —a+2b—c
0 0 4 36 10@—7b—|—d 0 0 0 40 11-9+4+c+d
10 20 30 40
0 40 80 280 80(1— 40()
“lo 0 40 0 a+116-9c+d
0 0 0 40 1la—94+c+d
40 0 0 0 —-9a+b+c+11d
0 40 0 0 a+b+1lc —9d
“lo 0 40 0 a+116-9c+d
0 0 0 40 1la—9%+c+d
a) para K = Q las transformaciones elementales realizadas son validas; el sistema
tiene solucién unica
—9a4+b+c+11d a+b4+1lc—9d
- 40 v= 40
a+11b—9c+d . 1la = 9b+c+d
N 40 N 40

b) para K = Z las transformaciones elementales realizadas son vélidas; para que haya
solucion los elementos —9a+b+c+11d,a+b+11c—9d, a+116—9c+d, 11a—9b+c+d
han de ser multiplos de 40.

5. Estudiar segin los valores de a el sistema

ar+y+z=ua
r+ay+z=ua
r+yt+taz=ua

resolviéndolo en los casos en que ello sea posible.
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Solucién:

Hallemos el valor del determinante de la matriz asociada al sistema

detA = det =(a+2)(a—1)*

— =2
— Q2 =
Q= =

Luego, si @ # —2 y a # 1 el sistema es compatible y determinado y por el método
de Cramer tenemos que la solucién es

a 1 1
a a 1
a 1 a _a
T Ut )@—1?  at2
a a 1
1 a 1
B 1 a «a _a
YT lara—102  at2
a 1 a
1 a «a
1 1 a _a
Tt a—102  ar2
. -2 1 — . — .
Sia= -2, rangoA = 2,ya que 1 9 # 0,y rangoA =3 siendo A la matriz
a
obtenida de A yuxtaponiéndole la matriz columna | «a
a
- -2 1 =2
rangoA = 3 ya que 1 =2 =2|#0
1 1 =2

Luego el sistema es incompatible.

Si a =1, rangoA = rangoA = 1, luego el sistema es compatible indeterminado y el
conjunto de soluciones es:

S={(z.y,2) R’ o ty+z=1}
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6. Resolver en M;(R) el sistema

296—|—3y—|—z:<_:2 ?)

-1 3

w—|—2y—32_<_3 _3>

396—|—5y—z:<_§ _f)

Solucién:
(%7)
z 2 3 1 z =51
Aly)={12 =3)|w]=|(22%)]=8

z 3 5 -1 z 5 8
(525)

Tomamos la matriz A del sistema ampliada con la matriz B y procedemos a efectuar
las oportunas transformaciones elementales

5 5
23 1 (57)

-1 3
12 -3 (55) |~

5 8
35 1 (505)

—_
[N
|
w
TN
I
W =
|

OJOJ
N

w [N
(S w
— —
/\/\
| oy
co ot
wt
LOO)—‘OT
vv

—_
N
|
w
TN
|1
W =
|

OJOJ
N
—_
N
|
w
TN
|1
W =
| w
w

N

o
|
—_
0
TN
co
|
—
N
o
o
—_
TN
O =
= O
N

18

-1 3 21
L2 -3 (3)2) oo (2)

0 -1
~lo =1 o (10) ~

(1) ) oot (53

v por lo tanto la solucién del sistema es
2 1 0 1 10
() = (Ga) =G

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.

<
|
—_
<
TN
= o
o|
—
N

<
<
—



46 Algebra Lineal. Problemas resueltos

7. Se dice que A € M;3(R) es mégica si al sumar los elementos de cada fila, de cada
columna, de la diagonal principal, y de la diagonal secundaria, se obtiene siempre el
mismo valor. Construir todas las matrices mégicas simétricas.

Solucioén:
Una matriz A = (a;;) es simétrica si y s6lo si a;; = a;; luego las matrices magicas
simétricas seran de la forma

x a b

a Yy c

b ¢ =z

con t+a+b=s,at+tyt+c=sb+c+z=s,24+y+z=s52b+y = sque
interpretandolo como un sistema de cinco ecuaciones con siete incégnitas
r+y+z—5=20
y+a+c—s=10
r+a+b—s=0
z4+b+c—s=20
y+20—s =10

resulta un sistema homogéneo, por tanto compatible, y que vamos a resolver por trans-
formaciones elementales

111000 —1 1 1 1 0 0 0 -1
01010 1 —1 o 1 0 1 0 1 -1
100110 -1|~]0 -1 -1 1 1 0 0 [~
0010 1 1 —1 o0 1 0 1 1 -1
0100 20 —1 0 0 0 -1 2 -1 0

11 1 0 0 0 -1 111 0 0 0 -1
01 0 1 0 1 -1 o001 1 0 1 -1
~loo0 -1 2 1 1 —1|~]001 -2 -1 -1 1 [~
00 1 0 1 1 -1 0 0 0 2 2 -2
00 0 -1 2 -1 0 000 1 -2 1 0
111 0 0 0 -1 111 0 0 0 -1
010 1 0 1 -1 010 1 0 1 -1
~l001 -2 -1 -1 1 |~]003 -6 0 -3 2 [~
000 1 1 1 -1 000 3 0 3 =2
000 0 -3 0 1 000 0 -3 0 1
1110 0 0 -1 3000 0 -3 0
0300 0 0 -1 0300 0 0 -1
~|l0030 0 3 2|[~]0030 0 3 =2
0003 0 3 =2 0003 0 3 -2
0000 -3 0 1 0000 -3 0 1
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quedando el sistema de rango cinco:

32 —3c =10 3z = 3¢
T =c
3y—s =10 3y = s s
3243c—=2s =0 & 3z=-3c4+2sp =Y T3 7
3a+3c—2s =0 3a = —3c+2s , = 28—3c _
—3b+s =0 3b = s 3
por lo tanto la matriz magica simétrica buscada es
25—3c¢c 5
¢ 3 3
1 -1 0 < 0 2 1
298¢ : ¢ =el-1 0 Lf+o]2 10
0 1 -1 1 0 2
5 25—3c¢c
3 ¢ 3
para todo ¢, s € R .
8. Discutir y resolver en R el sistema:
3x4+2y+5z =1
4z + 3y + 62 = 2
Sx+4y+7z = 3
6x+ 5y +8z =4
Solucién:
Escrito matricialmente, el sistema es
3 2 5 1
y 4 3 6 2
A i) B O B Y B 3 B
6 5 8 4

Tomamos la matriz A obtenida de A yuxtaponiéndole la matriz columna B y pro-
cedemos a efectuar transformaciones elementales de fila

3 2 5 1 3 2 5 1 3 2 5 1
4 3 6 2 0 -1 2 -2 0 -1 2 -2
5 4731710 24 -4l 1o o 0o o]~
6 5 8 4 0 -1 2 -2 0 0 0 0
6 9 0 12 2 3 0 4
0 -1 2 -2 0 -1 2 -2
“lo o o o) {lo 0o 0o o
0 0 0 0 0 0 0 0
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y tenemos rango A = rango A = 2 < 3, luego el sistema es compatible indeterminado
v el conjunto de soluciones es

3 1
{(z,y,2) ER*/22 +3y =4, —y+ 22 = -2} = {(2- 5/\7/\,—1—|— 5/\),V/\ € R}

9. Determinar X tal que AX = B, siendo

11 2 1
A=[1 0] yv B=[0 2
11 2 1

Solucién:

Tomemos la matriz Ay obtenida de A yuxtaponiéndole la matriz B y procedamos
a efectuar transformaciones elementales de fila

11| 2 1 10| 0 2
Ado=(1 0] 0 2)~[1 1] 2 1]~
11 ] 21/ @W\1 1] 2 1/W
1 0] 0 2 100 2
~l1 1] 2 1)~(01 ] 2 -1
00 00/ “\oo ]| 0o o0

Y tenemos que rang A =2 y rang Ay = 2 por lo tanto el sistema es compatible y
determinado y la tnica solucién es:

0 2
(2 )
(@) Permutamos la primera con la segunda fila
(b) A la tercera fila le restamos la segunda

(¢) A la segunda fila le restamos la primera.

10. Sean a, b, ¢, d, cuatro nimeros reales estrictamente positivos. Demostrar que
el sistema siguiente no posee ninguna solucién en R

r4+y+z2z+t =a
r—y—z+t=1"
—xz—-—y+z+t=c
—Br+y—3z—-Tt =d
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Solucién:

El determinante del sistema es

11 1 1 1 0 0 0
Lo-1 -1 1) _ |1 -2 0 0|_,
-1 -1 1 1 -1 0 -2 2
-3 1 -3 -7 -3 4 —4 —4

luego el sistema no es de rango maximo

1 1 1 1 0 0
1 -1 -1| = 1 =2 =2 =-4#0
-1 -1 1 -1 0 2

luego el sistema es de rango tres y las tres primeras ecuaciones son independientes.
Consideramos pues el sistema

r4+y+z=a—-1
r—y—z=>b-1t
—x—-—y+z=c—1

que es compatible y determinado por ser de rango méximo; y resolviendo por Cramer,
tenemos

b b
¢t - y=t-— +C; z:a+c—t
2 2 2

Para que el sistema inicial sea compatible estos valores de =z, vy, z hallados, han de
satisfacer la cuarta ecuacién; substituyendo pues, tenemos

a+b b—l—c) (a—l—c
2 2 2

T =

~3( 0+ (¢ ) —Tt=d

luego la compatibilidad implica
—(Ba+2b+2c)=d

y puesto que a, b, ¢, d son estrictamente positivos, esta igualdad es imposible y el
sistema es incompatible.

11. Resolver el siguiente sistema de ecuaciones en C

rt+y+z=a
x—l—wy—l—w2z: b
x—l—w2y—|—wz: b
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sabiendo que w es una raiz cibica de la unidad.

Solucién:

El determinante del sistema es

1 1 1
I w w|=(w-1)>%=(w—-1)* = 3w(w-1)
I w? w

(Nota: puesto que w® = 1, se tiene w? = w,..., y w? —1 = (w—1)(w? +w + 1)).

Si w(w —1) # 0, el sistema es compatible y determinado para todo a,b,€ Cy
resolviendo el sistema por Cramer,

a 1 1
b w  w?
b w? w a+2b
r = =
3w(w — 1) 3
1 a 1
1 b w?
b w| a—b
v = 3ww-1) 3
1 1 a
1 w b
1 w? b a—0b
Z = =
3w(w — 1) 3
si w(w—1) = 0, se tiene que w = 0o w—1=0,perosi w> = 1,es w # 0,

luego ha de ser w—1 = 0, es decir w = 1, en cuyo caso

1 1 1 a 1 11 a
11 1 b ~ 00 0 b—a
11 1 b 00 0 b—a

y para que el sistema sea compatible, b —a = 0,y el conjunto de soluciones es
{($,y72’) € C3/x—|—y—|—z:a}

si a # b, el sistema es incompatible.
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Capitulo 4 Aplicaciones lineales

1. Consideremos las aplicaciones entre R-espacios vectoriales siguientes:
a) [:R®— R*talque f(z,y,2) = (x+y,2—y,z—1)

b) ¢:R?® — R?tal que g(z,y,2) = (2 + 2,y — 2)

¢) h:R?*— R?tal que h(z,y) = (v +k,y+k,a+y)con ke R

Determinar si son o no lineales.

Solucién:

Recordemos que una aplicacion f : F — Fcon F, I, K-espacios vectoriales es
lineal, si y sdlo si

) YeweB, fotw)=f(0)+ f(w)
2) Voe E.VAe K,  f(Av) =Af(v)

comprobemos si, para cada caso, se verifican los axiomas:

a) 1)sean v= (z1,11,%1), w=(x2,Yy2,22) , entonces

v+ w= (21 + 22,1 + Y2, 21 + 22)

flo+w) = (($1+$2)+(y1+yz)7($1+962)—(yl+yz)7(21+22)—1
J)+ flw) = (1 +y1,21 =y, 20 — D)+ (22 + 42,20 — o, 20 — 1) =
= (1 +y)+ (@2 +y),(r1—yn) F (@2 —p), (1 - 1) +(n-1) =
= (@ +@)+ty) (ite) - +) (i +n)-2)#
# flo+w);
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luego, no puede ser lineal, (y no hace falta probar 2)

b) 1)sean v = (x1,y1,21), w=(22,Yy2,22) , entonces

v+ w= (21 + 22,1 + Y2, 21 + 22)

glot+w) = ((z1+22) + (21 + 22), (11 + y2) — (21 + 22))
g)+g(w) = (x1 + 21,1 — 21) + (22 + 22,42 — 22) =
= (@1 +21) t(x2+22), (1 — 21) + (12 — 22)) =
=((z14+z)+ (51 +22), (1 +y2) — (21 + 22)) = g(v+ w)

2) Sea v = (x1,y1,%1), entonces VA€ R, v = (Azy,Ay1,Az1)

g(Av) = g(Azy, Ay, Azr) = (Azy 4+ Azp, Ay — Azp)
Ag(v) = Ay 4+ 21,01 — 21) = (M@ + 21), Ay — 21)) =
= (Azy + Az, Ay — Azp) = g(Aw)

luego, g es lineal.
c) 1) Sean v=(z1,y1), w=(22,y2) , entonces v+ w=(x1+ x2,y1+ V2)

h(v+w) = ((z1 + 22) + &, (Y1 +y2) + &, (21 + 22) + (y1 + v2))
h(v) + h(w) = (z1 +k,yn + ka1 + 1) + (2o +k,ye + k2o +y2) =
= (@1 + k) + (22 + k), (yr +5) + (v2 + K), (21 +y1) + (22 +12)) =
= ((z1 + 22) + 2k, (y1 + v2) + 2k, (x1 + 22) + (y1 + 12))

para que h(v+ w) = h(v) + h(w) , es necesario y suficiente que 2k = k, es decir
k=0.

2) Sea pues k=0;ysea v=(z,y), entonces YA€ R, Av= (Az,A\y)

h(Av) = (Az, Ay, Az + Ay)
Ah(v) = Mz, y, e+ y) = (Az, Ay, Az + ) = (Az, Ay, Az + Ay) = h(Av)

luego, h es lineal si y sélosi k= 0.

Nota: no hace falta probar 2 para k& # 0 ya que de todos modos la aplicacién no serfa
lineal.

Observacién: Sean IV y I’ dos espacios vectoriales sobre K de dimensiones (finitas) n
y m respec. y una aplicacién f: F = F, f(v)= f(z1,.., %) =W = (Y1, -, Ym),
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con z; e y; las coordenadas de los vectores v € F' 'y w € I respecto a bases de E' y
I previamente escogidas. f es lineal si y s6lo si las coordenadas y; son polinomios
homogéneos de grado 1 en las variables 1,...,2,: y; = alay +...ala,, ..., Yy, =
al*zy +...az,, y la matrriz de la aplicacién en las bases dadas es

1 1
ay ... G
A= : :
m m
al an

esto es cada fila de la matriz esta formada por los coeficientes del polinomio correspon-
diente.

2. Sea f:R?® — Rlineal, de la cual se sabe que

f(1,2,3) = (6,4, 31)
f(2,0,1) = (3,6,12)
£(0,1,0) = (0,1,2)

Hallar la matriz de f en la base natural.

Solucién:

Si {ey,e2,e3} es la base natural, para dar la matriz de f en dicha base necesitamos
conocer f(e1), f(ez), f(es) expresados en la base natural

(17 27 3) = €1 + 262 + 363
f(l, 27 3) = f(@l —|— 262 —|— 363) = f(@l) —|— 2f(€2) —|— 3f(€3) =
= (67 47 31) = 661 + 462 + 3163

Anélogamente se tiene que

[(2,0,1) = 2f(e1) + fes) = 3e1 + 6ez + 12¢3
f(O7 17 0) = f(@g) = €9 —|— 263

es decir, tenemos el sistema

fle1) +2f(e2) +3f(es) = bey + ey + 3les
2f(e1) + f(es) = 3er + 6eg + 12e3
flea) = €3 + €3
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que, despejando f(ey), f(ez), f(es) , tenemos

fle) = Set sert ges = (3,5 3)
flea) = ex + 2e3 =(0,1,2)
luego, la matriz serd
Lo
A=|¥ 1 -2
R

Otra forma de resolver el problema:

Puesto que (1,2,3),(2,0,1),(0,1,0) son independientes forman una base {vy, vy, vs} de
R3.

Fijando esta base en el espacio de partida, y fijando la natural en el espacio de llegada,
la matriz de la aplicaciéon en estas bases es

6 3
4 6
31 12

vy
Il
N = O

La matriz de paso de la base {ey,es,e3} ala base {vy,vy,vs5} es

-1

1 2 0 -1 0 2
STt=12 0 1 == 3 0 -1
3 1 0 2 5 —4

y tenemos el diagrama :
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3 9
50 5
Luego A = BS™! = 15—6 1 —%
9 42
5 2 5

3. Sea F un espacio vectorial sobre K de dimensién n > 1 ;jQué desigualdad verifi-
can los rangos de dos endomorfismos f, g de F tales que go f=07

Solucién:

Si go f = 0, entonces para todo z € F se tiene ¢(f(z)) = 0, lo que implica que
Imf estd contenido en Kerg ; entonces dim Imf < dim Kerg, lo que equivale a
decir

rango f 4+ rango g < n

(va que dimkerg+ rango g =n)

4. Demostrar que la aplicacién f : R® — R? definida por f(z,y,2) = (v — 2y, 2+
y) es lineal. Hallar su matriz en las bases naturales y su rango. Encontrar una base de
Kerg yotrade Imf .

Solucién:
Veamos la linealidad:

Sean v = (¥1,y1,21), w = (T2,¥2,22) .

flo+w) = fler+2o, 1+ 42,21+ 22) =
= ((z1+22) —2(y1 +v2), (21 + 22)+ (1 + 1)) =
= ((z1 = 2y1) + (22 = 2p2), (21 + 1) + (22 +12)) =
= (21 =2y, 21 + Y1) + (22 = 2y2, 22 + 42) = f(v) + f(w)

VAeR sea v = (2,y,2)

fOw) = fz, Ay, Az) = Az — 20y, Az + Ny) =
= (Mo =2y), A2+ ) = Mz —2y,2+4y) = Af(v)

luego, en efecto es lineal.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



56 Algebra Lineal. Problemas resueltos

Hallemos la matriz de la aplicacién, calculando la imagen de los vectores de la base
natural de R?

f(1,0,0) = (1,0)
£(0,1,0) = (=2,1)
f£(0,0,1)= (0,1)

1 -2 0
A‘(o 1 1)

rango A = 2 = dim Imf = R? (= ntmero de vectores columna de A que son
linealmente independientes).

por lo tanto

dim Kerf = 3 —rangof = 3—-2,=1

una base de Imf puede ser {(1,0),(0,1)};
determinemos ahora una de Kerf

veE Kerfsiysélosi f(v)=0. Sea pues (z,y,z) € Kerf entonces

(1 —2 0) 9; 3 (x—?y) 3 (0)
0 1 1 Z Y+ z 0
Por lo tanto Kerf = {(z,y,2)/x—2y =0,y+ 2= 0} y una base puede ser: tomando

y =1 las componentes z,zson: z =2, z=—1 y el vector de la base es (2,1,-1).

De hecho, los dos primeros apartados y segin la observaciéon del problema 1 podemos
resolverlo de la manera: f eslineal ya que la imagen de un vector dado en coordenadas,
es un vector cuyas coordenadas son polinomios homogéneos de grado 1 en las variables
del vector inicial. La matriz de la aplicacién viene dada por los coeficientes de dichos
polinomios.

5. Un endomorfismo f € L(F3) tiene por matriz en la base {ej,ex} de Fy a

= ()
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Hallar su matriz en la base {e},e}} dada por

!
2¢] =e1+ e

!
2e5 = eg — €1

Solucién:

Tenemos el diagrama

B
R? —— R?

%l wElT

/
E2 —>E2

S
2 A 2
R —— R

La relacion entre ambas matrices es

B=S"1458

siendo S = 99;11993 la matriz cambio de base que para la base {e, e}

[

[
[

Necesitamos conocer S~!

y por lo tanto
_ 1 1 _
B - 1 1 2 3 R 10
-1 1 -3 2 7 3 0 5

6. Sea f:R? — R? una aplicacién lineal definida por

f($7y) = (2$_y7$+y72y_$)
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a) Dar la matriz de f en las bases naturales de R? y R? respectivamente; calcular

33 -

b) Dar una base, y la dimensién de Kerf y de Imf.

¢) Dar la matriz de fen las bases {v1, va}, {u1, ua,us} , siendo
= (1,1,1
v = (27 1) “ . ( )
Uy = (27 0, 1)
Uy = (073) .
Uz = (07 0, 2)

Calcular f(3v1 + (—3)v2).

Solucién:

a)  f(1,0) = (2,1,-1), f(0,1) = (=1,1,2), luego la matriz de fen las bases natu-
rales es

2 -1
A= 1 1 y
-1 2
2 -1 RN
1 3
-1 2 2 )
b)  Kerf={(z,y) € R*/f(z,y) = 0} , luego
2 -1 2x—y:0
11 (i):(o 0 0)= a+y=0
-1 2 —z+2y=20

Sistema compatible y determinado luego Kerf = {(0,0)}y dim Kerf = 0, por lo

tanto
dim Imf =dim R* —dim Kerf=2 vy

Imf=1[(2,1,-1),(-1,1,2)]

c) Tenemos el diagrama:
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siendo S = (? g) la matriz de paso de la base {vy, vy} a la natural y T =
1 20
1 0 0| la matriz de paso de la base {uy, us, us} a la natural. Necesitamos
11 2
T—l
1 0 4 0
T = 7l 2 20
-1 -1 2
y por lo tanto
3 3
B =T71AS = 0 -3
3
-3 3
finalmente, si hacemos
7
3 1 33 3 7
FGot(—ze={ 0 =3 (_i) i) =
_3 3 3 _13
2 4
L 13
= —uy + Uy — —u
5 27 U

observamos que Zvy + (—3)vy = 2(2,1) — £(0,3) = (3,%) ; luego

7. Sean F,F,G tres K -espacios vectoriales (de dimensién finita), y sean

f:F—(
g:F—G

dos aplicaciones lineales. Demostrar que es condicién necesaria y suficiente para que
exista al menos una aplicacién h: FF — F tal que goh = f,que Imf C Img.

Solucién:

Consideremos el diagrama
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Veamos que la condicién es necesaria. Sea y € Imf ; existe pues z € F, tal que

f(@) =y;

si goh = fsetiene g(h(z)) = f(z) =y, es decir, existe z € I/ (2 = h(z)), tal
que ¢(z) =y . Porlo tanto, Imf C Imyg .

Veamos que la condicién es suficiente. Consideremos Kerg C Fy sea Iy C F, tal
que F=Kerg® I.

Dado z € F, vamos a definir h(z) . Sea f(z) € Imf C Img , luego existe y € I tal
que g(y) = f(z)con y=yi1+y>, y1 € Kerg,ys € I7 . Luego g(y) = g(y2) -

Definimos h(z) = y2 . h estd bien definido, pues sean y = y1 + y2,7 = U1 + Uz tales

que ¢(y) = ¢(y) ; entonces y—7 € Kerg ; puesto que y2 —yz € 1 vy y—7 € Kerg,
se tiene que yy — 73 € KergN Fy = {0} ; luego v =73 .

8. Sea R][z]el espacio de los polinomios a coeficientes reales. Definimos D, M :
R[z] — Rlz] mediante

1)  D(P(z)) = P'(z) polinomio derivado.
2 M(P()) = «P(x)
a) Probar que Dy M son lineales.

b) ;Es D nilpotente? (diremos que f € L(F) es nilpotente si existe n € N | tal que
fr=0).

c) Probar que DM — MD =1.
d) Deducir de ello que (DM)? = D*M?* — DM .

Solucién:
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a) Veamos que se cumplen las dos condiciones

D(p(z) +q(z)) = (p(= )+q( ) = p'(x) + ¢'(x) = D(p(z) + D(q(z))
D(Ap(x)) = (Ap(2))" = Ap'(z) = AD(p(z))

luego D es lineal.

luego M es lineal.

b) Si existe n € Ntal que D™ = 0, implica que para todo p(z) € R[z], es
D"p(z) =0

Sea q(z) = apr12"t + ...+ ap,con a,pq #0,

D"(g(#)) = D" HD(g(2) = D" Mansr (n+ D" + ... +ay) =
=...=aupi(n+1)I#0

contradiccién. Luego D no es nilpotente.

Nétese que R[z]es de dimensién infinita, y que si nos restringimos a DR, [+ :
R,[z] — R, [z] entonces si que es nilpotente, pues D"T! =10

c) Dadas f,g € End(F) entonces f =g < Vo € E f(z) = g(x), en nuestro caso:

(DM — MD)(p(x)) = D(M(p(2))) — M(D(p(x))
D(zp(x)) — M(p'(z)) = p(z) + 2p'(x) — 2p'(x) = p(z) = 1(p(x))

luego DM — MD =1

d) (DM)? = (DM)(DM) = D(MD)M = D(DM — )M = (D*M — D)M = D>*M?* —
DM

9. Sea F el espacio de las matrices cuadradas a coeficientes en C de orden 2. Defin-
imos una aplicacion f de FE en C de la forma

(8 n=ard
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a) Probar que f es lineal.

b)  Probar que si A, B son dos elementos cualesquiera de F, se tiene f(AB) =
f(BA).

¢)  Demostrar que es imposible encontrar dos elementos de F tales que

AB—-BA=1
d) Dar una base de Ker f.
Solucién:
_fa b ,  fd
a) Sean A= (c d) Al = (c’ d’)

! b b/
f<A+A’>=f<<iiZf did’>)=a+a/+b+b/=

=atd+ad+d = f(A)+ f(A)

o = (50 A5 )= ek dd=xat @) = A7)

luego f es lineal.

00 00
FE y 1 para C, la aplicacién se expresa:

Otra forma: escogidas bases e; = (10), €9 = (0 1), e3 = (00)7 T (00), para

fla,b,e,d)y=a+d

v ahora podemos aplicar la observacién dada en el problema 1.

a b a b
b) Sean A_<C d) B_<c’ d,),entonces

_ {ad +b ab +bd _[(da+be db+bd
AB = (ca’—l—dc’ cb’—l—dd’) BA = (c’a—l—d’c c’b—l—d’d)
f(AB) = aa' + b’ +eb +dd =a'a+be+ b+ d'd = f(BA)

c) Puesto que f(AB) = f(BA) se tiene que f(AB — BA) = 0, o sea que, para
todo A, B € F se tiene que AB— BA € ker f. S1 [ = AB — BA para unas ciertas
matrices A, B se tendria [ € ker f, pero f(I) =2 # 0; luego, para todo A, B€ F
es AB— BA#1.
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(Comparar dicho resultado con el hallado en el apartado ¢, del problema anterior).

d) Si A= (Z Z) € ker f es a= —d; luego

a b 1 0 0 1 0 0
A:(C d):a<0 _1>—|—b<0 0>—|—c<1 0>:aAl—l—bA2—|—cA3

Ay, Ay, As € ker [, generan ker f y son linealmente independientes, luego son base

de ker f.

10. Sea F un espacio vectorial sobre K, cuerpo conmutativo de caracteristica dis-
tinta de dos. Diremos que p € End(FE) es un proyector si y sélo si p? = p.

a) Comprobar que: p es proyector < [ — pes proyector.

b) Comprobar que: pes proyector = Imp & Kerp = F

c) ¢ Es cierto el reciproco de b?

d) Si p1,p2 son proyectores, comprobar que p; +ps es proyector si y sélosi pyopy =
paopr =0.

Solucién:

a) =) (I—p)2:I2—|—p2—1p—pI:I2—|—p2—2p(:)]—|—p—2p:]—p,luegosi

p es proyector I — p también lo es.
(a) por ser p proyector

<) Puesto que (I —p)> =1—p,setieneque [+p* —2p=1—p luego p* —p =10,
es decir, p* =p

b) Sea z € I. Consideremos z — p(z) ; se tiene que

p(x = p(x)) = p(x) = p*(x) = p(x) = p(z) = 0
luego « — p(z) € Kerf.
Obviamente, © = p(z) + = — p(z) € Imp+ Kerp .

==FCImp+KerpCE=Imp+ Kerp=F
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Veamos que la suma es directa: sea @ € Kerp N Imp; se tiene p(z) = 0 y existe
y €I, tal que ply) = luego 0=p(z) =p*(y) = ply) =2
Entonces N =Imp & Kerp

(a) por ser p proyector

¢) Consideremos F = R?y f tal que su matriz en la base natural sea (g 8) .

Se tiene Imf = [(1,0)], Kerf = [(0,1)] , luego R* = Imf & Kerf . Sin embargo,
2 0\° (4 0 2 0
(0 0) = (0 0) + (0 0) , luego f no es proyector.

Nota: En un espacio de dimensién finita F se tiene siempre que
dim E = dvm Imf+ dim Kerf

para todo f € EndFE , pero esto no implica F = Imf @& Kerf . Para ello veamos un
ejemplo:

Sea R? y f tal que en la base natural sea (8 é)

Tenemos Imf =1[(0,1)]y Kerf =][(0,1)], luego Imf = Kerfy no pueden formar
sumar directa; pero

dimImf + dim Kerf = 14+1=2=dimR?

d) Sean pi,ps proyectores. Si pj + p2 es proyector = (p1 + p2)? = p1 + p2 pero
(p+p)=pi+ps+poprt+popr=pi+p+piop+pop
luego py ops + p2opr =0; luego py o py = —py 0 p1 , por lo tanto

P10 (Pl OP2) = —p1° (P2 OP1)
P1op2 IP% oPpP2 = —(pl Op2)op1

y componiendo esta dltima igualdad por p; por la derecha tenemos
(propz)opr =—((prop2)opi)opi =—(prop2)o(piop) = —(p1op2)opr

luego p1opyopy = —propropr = 2piopyopr IO(:>)P1 opyop =0 porlo que
@

props =—-propzop; =0
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luego p1ops = p2 opy = 0, y reciprocamente, si py,p2 son proyectores y pj o py =
ps opp = 0, se tiene

(pr+p) =pi+ps+piops+p2op =pi+p

luego p1 + p2 , es un proyector.

(a) aqui es donde interviene la hipétesis de carac K # 2

11. Sean wy = (2,—1,1), uz = (1,1,0), us = (1,-2,3), ug = (6,—1,6) vectores
de R® ysea f:R?® — R?una aplicacién lineal de la que conocemos f(uy) =

(1,=1), fluz) = (4, 1)y flus)=(3,1).

a) jEs posible determinar f(uy) 7, jPor qué?

b) La aplicacién f jserd inyectiva? jserd exhaustiva?

¢) Calcular la matriz de f en las bases naturales de R® y R? respectivamente.

d) Determinar una base de Kerf .

Solucién:

a) Es posible hallar f(uy) ya que {uy,us,us} forman base de R?.

2 1 1
(En efecto, | -1 1 —=2|=6%#0), por lo tanto
1 0 3

ug = auy +buy +cusy flug) = af(ur) +0f(uz) + cf (us)
b)  f no puede ser inyectiva, ya que

dim Kerf =dim R®> —dim Imf>3—-2=1%#0
(dim I'mf < 2 puesto que Imf C R?) .

[ serd exhaustiva en caso de que dim Imf =2 . Veamos si es as: la matriz de fen
la base {uy,us,us} de R?y la natural de R? es

1 4 3
A‘<—1 1 1)
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S—ranoloo—
1) ="\ 1 5 4) T
0
0

c) La matriz de f en las bases naturales serd

y rangoA =2 = rango (_11

=

B 1
=rango{ _,

A
R} —— R’

Sl A’

3
R}

S es la matriz de cambio de base de {uy,us,us} a la natural {ej,es,e3}, vy A’ =

AS~1 con

> 1 S
S=|-1 1 =2 y st'=|1 3 3
Lo RN
1 _1 _1
2 2 2
L4 soow 3
A = L 5 R .
(—1 1 1) 6 ‘ ? B
L1 1 2o
6 6 2
d) Kerf = {(z,y,2) € R’/ f(z,y,2) = 0}
2 20
3 5 3\ [ (0)
y =
0
1 3 3
-2 7 3/ \Z
4z 4+ 20y + 182z = 0}
—z+3y+32=20
Sistema compatible indeterminado de rango,= 2 cuyo conjunto de soluciones es
. 3 15 3
Kerf = {(z,y,2) e R°/y = BT EZ} = [(3,15,16)]

12. Encontrar los valores de a para los cuales el endomorfismo de R? dado por
flz,y,2) = (e +ay —az,ax + y+ z,—azx + ay + z) es un automorfismo.
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Solucién:

f serd automorfismo si el determinante de su matriz asociada, en cualquier base, es
distinto de cero. Busquemos pues la matriz de f en la base natural (por ejemplo).

f(17070) = (1707—0)
f(0,1,0) = (a,1,a)
£(0,0,1) = (—a,1,1)
luego
1 a —-a
A = 1 1
—a a 1

y det A =1-—a—-3a>-a® = —(a—l—l)(a—l—l—\/ﬁ)(a—l—l—l—ﬂ),luego det A # 0 si

y sOlo si a es distinto de

1, —-14+v2, —-1-V2

13. Sea la matriz

L

Il
coo
oo
o w —

asociada a la aplicacién lineal f definida sobre R® respecto la base natural.
a) Hallar los subespacios Im fy Ker f .

b) Hallar una base de R® para la cual la matriz de f en dicha base sea

vy

Il
coo
oo
oo

Solucién:
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a) Recordando la definicién de Im f y de Ker f:

Imf ={yecR*/Axr cR® con f(z)=y} =

= [f(1,0,0), £(0,1,0), f(0,0,1)] =

— [(0,0,0), (2,0,0), (1,3,0)] = [(2,0,0),(L,3,0)]
Kerf ={z € R*/f(z) = 0}

0 2 1 T 0 2tz =0
0 0 3 yl =10« }
00 0 2 0 32 =10

= Kerf = [(1,0,0)]

De hecho, observando la matriz A que es de rango2 yla primera columna es idénticamente
nula, ya podemos afirmar que Kerf =[(1,0,0)]

b) Buscamos vy = (z1,%2,23), v2 = (Y1,Y2,Y3), v3 = (21, 22, 23) tales que formen
base, y si
rr W A
S=,12 vy 2
T3 Ys 3

entonces SB = AS

1 U1 4l 0 1 0 0 2 1 1 U1 4l
To Y2 29 0 0 1 = 0 0 3 ) Yo 22
r3 Y3z Z3 0 0 O 0 0 O r3 Y3 23

por lo tanto
Ty =23 =y3 =10

2y = 1
323 = y2
229 + 23 =

v podemos tomar:

vy = (6,0,0) vy = (1,3,0) v = (0,0,1)

14. Se considera la aplicacién f : R® — R? definida por

felz,y,2) = (2—=Kk)a+ (k- 1Dy, 2(1 — k)a+ (2k — 1)y, k=z)

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Aplicaciones lineales 69

a) Determinar la matriz de f; asociada a la base natural de R?
b) Determinar Ker fj

¢) Supuesto k(k — 1) # 0, demostrar que la matriz M} puede ponerse de la forma
My = A+ kB donde Ay B son dos matrices a determinar, y dar la expresion de
M} en funcién de A, By ky deducir de ello una expresién para M}

Solucién:
a)
f(l,0,0) = (2 - k72(1 B k),())
£(0,1,0) = (k- 1,2k —1,0)
f(0,0,1) = (0,0, k)
luego
2 —k k=1 0
My =1[2(1-k) 2t-1 0
0 0 k

b) Observamos que det My = k* | luego, si k # 0, es rangofr = 3y, por tanto,
Kerf, = {0}

Sea pues k=10

2 -1 0
Myg=12 -1 0
0 0 0
vel Kerfy es:
2 -1 0 x 0
2 -1 0 y|l =10 =2x—-y=0
0 0 0 z 0
Luego Kerfo = [(17270)7(07071)]
c)
2 -1 0 -1 1 0
Mp=12 -1 0|+k| -2 2 0| =A+EkB
0 0 0 0 0 1

M} =(A+kB)* = A> + k*B*+ kAB + kBA .
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Observamos que
2 -1 0 2 -1 0
A =2 -1
0 0 0

2 -1 0
2 -1
0 0

o
o

0 0 0

o

o

o

_ o

oo o ~—— ~——

[

S N =

S N =

_o O
ll
[

SN =

o —

_o O
ll
o

-1 1 0
B = -2 2
2 -1 -1 1 0 0 0
AB = [ 2 -1 -2 2 =10 0 0] =0
0 0 0 0 0 0 0
-1 1 0 2 -1 0 0 0 0
BA=1-2 2 0 2 -1 0] =00 0] =0
00 1/ \0 0 0 0 0 0

luego, M? = A+k*>B ,y por lo tanto, por induccién se concluye que M} = A+k"B ,
veamoslo:

Es valido para n = 1, supuesto cierto para n — 1: M;j_l = A+ k"B ; vedmoslo
para n :

M} = MM} = M, (A+k"'B) = (A+ kB)(A+ k"7 'B) =
= A4+ " 'AB+ kBA+k"B* = A+ k"04+k0+k"B=A+ k"B

Nota: si k=0, entonces B podria ser cualquier matriz, y por tanto no tendria por
quéser AB=BA=0.Ysik=1, My=1y M] =1, si bien la expresion hallada
tiene sentido.

15. Sea R,[z]el espacio vectorial de los polinomios de grado menor o igual que
n. Consideremos los endomorfismos f, D : R,[z] — R,[z]siendo D el operador
derivada:  D(p(z)) = p'(z) vy f tal que f(p(z)) = p(z) —p'(x). Demostrar que
existe f~!,y que se puede poner en funcién del operador D .

Solucidn:
Sea p(z) € Kerf = f(p(z)) = 0 = p(z) — p'(z), luego p(z) = p'(z). Pero

grado p'(z) < grado p(x), y vale la igualdad, si y sélo si grado p(x
p(z) = a polinomio constante, pero p’(z) = (a)’ =0. Luego a=0y p(
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Por lo tanto, f es inyectiva y toda aplicacién lineal inyectiva de un espacio vectorial de
dimensién finita en sf mismo es exhaustiva, y por tanto, existe f~1.

Si f~! se puede poner en funcién de D esta ha de ser:
fTP=XD%+ -+ A, D" ya que D"t'=0
y ha de cumplirse que f~lof=1
Notar que: f=1-D
I=flof= XD’ +...+2, Do (I~ D)=

= MDA DY = AgD — 2D 2

n =

=Xl + (A = X) D+ (A = A)D* 4 (A, = X)) D!

por lo tanto

Ao 1
Al — X =
1 0 =>XN=1 1=1,--n
Apn—Ap_1 =0
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Capitulo 5 Determinantes

1. Dadas las permutaciones s = (4,3, 1,2),

ciones sot,tos,s

Solucién:

Recordando que s = (a, b, ¢, d) significa s(1) = a, s(2)

-1 -1
T

tenemos
sot(l)=s(t(1)) =
sot(2) =s(t(2)) =
sot(3) =s(t(3)) =
sot(4) =s(t(4)) =
tos(l) =t(s(1)) =
tos(2) =t(s(2)) =
tos(3) =t(s(3)) =
tos(4) =t(s(4)) =
De s7'(1)=i tenemos
De s %2)=i tenemos
De s '(3)=i tenemos
De s '(4)=1i tenemos
De ¢t %1)=1i tenemos
De t7%2)=1i tenemos
De t7'(3)=1i tenemos
De t7%4)=1i tenemos

t = (1,2,4,3), determinar las permuta-

luego
luego
luego

luego

luego
luego
luego

luego

, asi como el signo de cada una de ellas.

sot=(4,3,2,1)

tos=(3,4,1,2)

1 =3

=4

! sl = (3,4,2,1)
1 =2

i=1

i=1

=2

! 171 = (1,2,4,3)
1 =4

i_
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Veamos cudl es el signo de cada una de estas permutaciones

N(s)=3+2=5 luego s esimpar: e(s)=—1
N(t)y=1 luego t esimpar: ¢e(t)=-1
S(st) = =(5) - =(0) = (=1) - (~1) = 1
(ts) = =(1) -=(s) = (~1) - (~1) = 1
e(sTh) =e(s) = ~1
et =¢(t) = -1

2. Hallar el valor del determinante

Al =

— o W
o = =
=

Solucién:

Recordando la definicién de determinante:
si A= (d}), detA = Ze(s)aflagzaf’
S

se tiene

|A|]=+3-1-140-0-241-1-1-1-1-2-3-0-1-0-1-1=341-2=2
3. Hallar el valor del determinante

Al =

N =N W

Tt W O N
|

N — O

W DN DN Ot
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a) Por la regla de Laplace, por ejemplo, por los menores de las dos primeras
columnas.

b) Por los elementos de una linea, por ejemplo, de la primera fila.

c¢) Obteniendo “a priori”ceros en una linea y desarrollando luego por los elementos de

ésta (reduccién del orden).

Solucién:

a)

1
2

N — N W

DLW O N
|

N — Ot

W N N O

4

AA,_\,_\
AN

Hay que formar sumas de productos de determinantes 2 x 2 , extraidos de A
de manera que las dos columnas del primer factor se correspondan con la primera y
segunda columnas de Ay las dos columnas del segundo factor se correspondan con
la tercera y cuarta columnas de A . Cada factor tendrd dos filas cuya ordenacién
serd una permutacién de  {1,2,3,4}.

Por ejemplo

etc.

W3 -2| [-1 2] @) W3 -2 |5 2[©®
‘2 0‘ ‘ 2 —3‘ ‘1 3‘ ‘2 —3‘(4)’

El signo de cada sumando serd el signo de la correspondiente permutaciéon de filas.
Por ejemplo, el signo del primer sumando anterior es el signo de la permutacién
(1,2,3,4), que es  + , v el del segundo, el de la permutacién  (1,3,2,4), que
es  —.

Pasemos pues al cdlculo de  |A]

3 2] |=1 2| |3 —2| |5 2 3 2| |5 2
|A|_+‘2 0‘ ‘2 3‘ ‘1 3‘ ‘2 —3‘+‘2 5H—1 2‘+
L2 oop e sz oo 4 5| |1 8| |4 5|
1302 =37 02 5171=1 21T |2 5|5 2|7

= 4(=1) = 11(=19) + 19.12 + 6(—22) — 10.13 4 (—1).(=17) = 188.
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4
5

-2

0

5
0
3

N — DN W

5o 2

=33 -1 2|—-(=2)|1 -1 2|+
2 5 2
2 -3
2 2 0
20-5[1 3 —
5 -3 2 5
3.117 +2.41 — 4.40 —

_|_

2
411
2

(S

A7 =351+ 82— 160 — 85 = 188.

¢) Seguiremos un método que nos permite obtener el maximo nimero de ceros en una
linea (fila o columna) a base de sumarle a dicha linea una combinacién lineal de las
restantes. Por ejemplo, como en la segunda columna hay un cero, empleamos esta
columna para rellenarla de ceros

filaa — |3 =2 4 5
filab — |2 0 5 2
filae — |1 3 -1 2
filad — 12 5 2 -3

substituimos la fila ¢ por ¢—=d—a  (combinacién lineal de filas), es decir, le sumamos
ala fila ¢ las filas @ y d cambiadas de signo)

filaa — | 3 =2 4 5
filab — | 2 0 5 2
filac — | -4 0 -7 0
filad — | 2 5 2 -3

substituimos, por ejemplo, la fila d por d+ %a , quedando

3 -2 4 5
2 0 5 2
4 0 -7 0
19 19
Lo 12 L

Desarrollando pues por la segunda columna tenemos
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2 5 2 1 2 5 2
—(=2)|-4 =7 0] = 2-|-4 -7 0|=188
19 19 2
5 12 5 19 24 19
4. Probar que
1 2y a? a7t
122 23 .. 2!
e e e .. 1<i<j<n
1 oz, 22 pn—l

para n >2 (Esel llamado determinante de Van der Monde).

Solucién:
Vamos a probarlo por induccién.

Para n=2

=TI — T

1 )

Supongamos que es cierto para m =n — 1, veamos que también lo es para
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1 0 0 0 0
1 ae—axy a2—miwy ad—2aizy ... 2Tl
2 1 2 122 2 241 2 2 1
Vo, =11 23—27 2%—22 3 —alyy ... ol —alT =
n 3 1 3 113 3 3L1 3 3 1
(a) (®)
1 z,—-n x% —T,%1 x% - x%xl xﬁ_l - wﬁ_%l
Ty — T T3 — 2wy 3 — iy ... xg_l — wg_Qxl
2 3 2 n—1 n—2
_ r3 — 1 T3 — X173 T3 — T3 e X3 — T3 1 _
. ()
2 3 2 -1 —2
Ty — 21 Th — X1Tp_1 T —THT1 ... o —xlTny
2 n—2
1z x% R ,
Z_
r3 x5 ... X4
= (23 —z1)(x3 —21) ... (20 — 21) 3
2 n—2
1z, 2z ... z%
=(za—z1)(azs—21)...(2p — 1)V = H (z; — ;)

1<i<j<n

(a) restando a la segunda columna la primera multiplicada por 27 y ala tercera
la segunda por 21, ...,y alan-simala (n-1)-sima por 2.

(b) desarrollando por la primera fila.
(¢) siuna fila o columna estd multiplicada por un escalar, éste sale fuera.

(d) el determinante es el de Van der Monde de orden n-1.

5. Calcular

1 1 1
V=|b+tc c+a a+bd
be ac ab
Solucién:
1 0 0 a—>b a—c

V(f b+c a—-b a—-c|= cla—b) bla—-c)

be ac —be ab— be b

Lo ne-oe-o

—_

~(a—b)(a o)
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(a) restando la primera columna a la segunda y tercera.

(b) desarrolllando por la primera fila.

6. Calcular

—_
I
I

_|_
—_

sabiendo que 2€C estalque 2°=11y z#1

Solucién:

A=z-2" (241 +0-2-04+1-(=2)(=1) =1-22-0—2-2-(=1)=0-(=2) (2 + 1) =
:,24—|—z3—|—z2—|—z
Ahora bien, puesto que
022’5—12(2—1)(Z4+Z3—|—Z2—|—Z—|—1)

se tiene

z—1=0

24—|—z3—|—z2—|—z—|—1:0} pero 2#1

luego A4+ 2422 4241=0, dedonde A=-1

7. Calcular el determinante de orden n  siguiente

2 1 0o o0 ... 0 O
1 2 1 0 0 0
A, =10 1 2 1 0 0
0 0 0 0 1 2
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Solucién:

Desarrollando por la primera columna tenemos

2 1 0 0 0 1 0 0 0 0
4 oo|l 21 0 0| |1 2 1 0 0|_
0 0 0 0 0 0 1 2
2 1 0 0 2 1 0 0 0
=2 12 1 0 0] 1 2 1 0 0|_
0 0 0o ... 1 2 0 0 o ... 1 2
:21471—1_1471—2

(@) desarrollando el segundo determinante por la primera fila

Luego tenemos la relacién de recurrencia siguiente

An = 2An—1 - An—2

que nos permitird deducir el valor de A, : tenemos que para n=1,2,3 es

Supongamos pues que A, _;=n; veamosque A, =n-+1

A, =2A, 1-A,2=2n—(n—1)=2n—-n+1=n+1

luego A, =n+1

8. Sin efectuar el desarrollo, probar que

1 a b4+c
A=|1 b ¢c+a|=0
1 ¢ a+b
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Solucién:

Sabemos que no se altera el valor de un determinante si a una linea le sumamos una
combinacién lineal de las demds. Sumando a la tercera columna la segunda, nos queda

1 a a+b+c 1 a 1
A=|1 b b+ct+a|l=(a+b+c)|l b 1| =0
1 ¢ c+a+b 1 ¢ 1 (@)
(@) observando que hay dos columnas iguales
9. Calcular las raices de la ecuacién
1+z 1 1
A, = 1 1+z ... 1
1 1 cee 142
Solucidn:
Sumando a la primera columna todas las demds tenemos
n+x 1 1 1 1 1
A — n+z 14+z ... 1 :(n—l—x) 1 1+=z2 ... 1 _
n+x 1 e 142 1 1 e 142
1 0 0
1 0 T

(a) restando a cada columna, a partir de la segunda, la primera columna

Luego las raices son 2 =-n 'y x =0 de multiplicidad n-1.

10. Sabiendo que 18887, 39865, 58752, 64872, 96526 son divisibles por 17, demostrar
que D es también miltiplo de 17, siendo D el determinante siguiente
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1 8 8 8 7
3 9 8 6 5
D=|5 8 7 5 2
6 4 8 7 2
9 6 5 2 6
sin calcular el valor del determinante.
Solucidén:
Sabemos que
18887 = 17a
39865 = 17b
58752 = 17¢ con a,b,e,d € Z
64872 = 17d
96526 = 17e
1-104 8 8 8 7
1 3-10* 9 8 6 5
D:W5-104 8 7 5 2=
6-10* 4 8 7 2
9-10* 6 5 2 6
1-10*+8-10°+8-10°+8-10+7 8 8 &8 7
1 3-1004+9-10>4+8-10°+6-10+5 9 8 6 5
= o7 5-104 +8-1024+7-10°+5-10+2 8 7 5 2|=
6-10*+4-10°+8-10°+7-10+2 4 &8 7 2
9.-10*+6-10°4+5-10°+2-10+6 6 5 2 6
18887 8 & 8 7 17¢ 8 &8 8 7
| |39865 9 8 6 5 L |17 9 8 6 5
= _—|58752 8 7 5 2|=—|17¢ 8 7 5 2|=
104 104
64872 4 8 T 2 17d 4 8 7 2
96526 6 5 2 6 17¢ 6 5 2 6
a 8 8 8 7
b 9 8 6 5
17 17
=or|c 8 75 Q:W-D’
d 4 8 7 2
e 6 5 2 6
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D=1 .D"; puesto que med(17-10) =1 y D,D' € Z, se tiene que

D' =10*-h y portanto D = 17h

11. Determinar la inversa de la matriz =~ A = (a;;)

Solucién:
1
A7l = —— i
detA( s)
Siendo
al a2 c.. A1j—1 41541 e A1p
A]'i _ (_1)i+j . det ai—11 G;—1,2 cee Gi_1n
aiy1,1 aiy1,2 B (7R
an1 [179%)} Apn
Nota: A;; = A%
Luego, det A=5
1 2 2 2
An= (D75 (=3 An=(-17]] 1‘:2
2 2 2 2
Az = (-1)* | o|=2 Agy = (=1)° 5 1‘:2
1 2 1 2
Agy = (—=1)* 5 1]=73  Awn=( 1)° ) 2‘:2
2 1 1 2
Az = (=1)* 5 9| =2 Azy = (—1)° ) 2‘:2
__1\6 1 2 _
Asz = (—1) 2 1 3
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por lo que la matriz inversa es:

-3 2 2
AT = 5 2 -3 2
2 2 -3
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Diagonalizacién de endomorfismos

Capitulo 6 Diagonalizacién de endomorfismos

1. Sea Fun R-espacio vectorial y f un endomorfismo de F cuya matriz en una

determinada base {uj, us, us} es

A=

W o ==
— = N
O N =

Hallar el polinomio caracteristico Q(¢) .

1—t 2 1
QWy=1 0 1-t 2 |=
3 10—t

= —t3 + (tT‘A)t2 — (All + A22 + Agg)t + detA =
=28 A+ 7

Nota A es el determinante del menor adjunto al elemento a;; de la matriz A .

2. Determinar el polinomio caracteristico de la matriz

a’> ab ab b
ab > b* ab
ab b* a* ab
b2 ab ab a®

dando sus raices.

Solucién:
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det(A—tl) =

1 ab ab b?
_ 9 1 a®—t b2 ab _
= ((a+0)" = 1) 1 b a —t ab o
1 ab ab a® —t
1 ab ab b?
_ 2 |0 @ —ab—t b? — ab ab—0* |
=@+ =000 e w @—ab—t ab—b | =
0 0 0 a2 — b2 —t
a® —ab—t b? — ab ab — b*
= ((a+b)?*=t)| V*—ab a*—ab—t ab-b> | =
0 0 a2 —b% — ¢t

= ((a+b)? —t)(a® —b* = 1)

a2 —ab—t b2 — ab _
b2 — ab a —ab—t|
a2+ 0% —2ab—t b — ab ‘_

. 2 2 _p? _
= ((a+0b) t)(a® —b° —1) a? +b? —2ab—t a®—ab—t

R R R R | R

:((a+b)2_t)(a2—52—t)((a—b)2—t)‘1 b2_ab‘

0 a*—0b>—t
= ((a+0)* = t)(a* =0* = )*((a = b)* = 1)

y por lo tanto, las raices son (a +0)?, (a—0)?, (a*—0b?),y esta tltima de multi-
plicidad dos.

3. Si A€ M,(K) es una matriz inversible, demostrar que AB y BA tienen los
mismos valores propios (siendo K wun cuerpo conmutativo).

Solucién:

En efecto,
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det(AB — T) = det(ABAA™" — ATAA™Y) = det(ABAA™" — ANA™Y) =
= det(A(BA — A)A™") = det Adet(BA — A)detA™" =
= det(BA — AI)

4. Demostrar que si la matriz A € M, (K) verifica A”™ = 0, el tunico valor propio
posible de A es el cero (donde K es un cuerpo conmutativo).

Solucién:

Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe A # 0 que sea valor propio
de la matriz A, lo que equivale a que A sea un valor propio del endomorfismo f del
espacio vectorial K™ cuya matriz en determinada base es A y esto significa que existe
un vector v € K", v #0 tal que f(v)=Av#0

Y aplicando f a ambos miembros de la igualdad se tiene

A(0) = f(w) = Af(v) = Ao

luego A% es un valor propio no nulo de f? y por tanto de A?
inductivamente tenemos que [ = A""v #£ 0, en efecto:

Sabemos que es cierto para m = 1,2 supongamos que lo es para m — 1 veamos que
lo es para m

LU ) = FO o) = AT () = AT e = A

Por lo tanto tenemos que A" es valor propio no nulo de la matriz A™ = 0 lo cual
es absurdo.

5. Se define f: R*> — R3por f(z1,22,23) = (21,22,0) V (x1,22,23) € R?®.
Comprobar que f es lineal y hallar su matriz en la base natural. Hallar el polinomio
caracteristico y los valores propios. ;Es f diagonalizable?
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Solucién:
Veamos la linealidad:

Yo = (z1,29,23), w= (y1,y2,y3) €ER®> y VA€ R se tiene:

flo+w) = (@1 +y1,22 +92,0) = (21,22, 0) + (41,92, 0) = f(v) + f(w)
F(Av) = f(Azq, Az, Azs) = (Azq, Azg, 0) = A(21, 22,0) = Af(v)

Determinemos la matriz de la aplicaciéon f

f(€1) = €
f(€2) = €2 (1)
fles) =0

luego la matriz de f en la base natural es:

10 0
A=1(0 10 (2)
0 0 0

El polinomio caracteristico es:

det(f—tI) = (1 —1)*(=t) = —t> +2t* — ¢t
(obvio ya que la matriz es diagonal)

Los valores propios son los valores A € R tales que Jv € R* v#0 con f(v)=Av y
estos valores son las raices del polinomio caracteristico:

(1-t)*(=t) =0 ¢ =1 doble, t =0

f diagonaliza puesto que dim Ker(f—1) = 2.

En (1) observamos ya que la base natural es la base de vectores propios, (f es la
“proyeccién ortogonal”sobre el plano horizontal XY'), y en (2) vemos que la matriz es
diagonal.
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6. Diagonalizar la matriz

-21 2 8
A= 20 -3 -8
—60 6 23

hallando una base de vectores propios de f (endomorfismo de R? cuya

matriz en la base natural es A ).

Solucién:

Busquemos el polinomio caracteristico de A :
det(A—tl) = =t = +t+1 = -+ 1)*(t-1)
por lo tanto

R® = Ker(f+1)* @ Ker(f —1)

-20 2 8
dim Ker(f+ 1) = 3 —rango 20 -2 8| =3-1=2
-60 6 24
luego A diagonaliza y
-1 0 0
D = 0 -1 0
0 0 1

la nueva base sera {vy,vq,vs} con vi,v2 € Ker(f+ 1)y vs € Ker(f —1)

—20 2 8 x 0
Ker(f+1) = {(z,y,2)/ 20 -2 -8 y| =101} =
—60 6 24 z 0

= {(907@/72)/—1096+y+4220}
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subespacio de dimensién dos, del que seleccionamos una base

v = (2,0,5), v = (1,2,2)

22 2 8\ [z 0
ker(f=1) = {(x,y,2)/ | 20 -4 =8|y =[0]}=
60 6 22) \=z 0

= {(z,y,2)/ - lla+y+42=0; 102 — 2y —4z =0}

subespacio de dimensién uno del que seleccionamos una base

vz = (—17 17 —3)

7. Estudiar la diagonalizacion, segin los distintos valores de o € R, de la matriz

l—-« - -
A= 1o a+1 a-1
0 0 2

dando en el caso en que ello sea posible una matriz S tal que S™'AS sea

diagonal.

Solucién:

Busquemos el polinomio caracteristico:

det(A—tl) = —(t —1)*(t - 2)

luego los valores propios de A son t; = 1 dobley t; = 2.

Para que A diagonalice, ha de verificarse:

1 < dim ker(A —t;1) = multiplicidad de la raiz ¢,
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Estudiemos pues el caso t; = 1

—a —a -«
. a 3—1 =2 para a=0
dim Ker(A—1I) =3—rango| o« o a—-1]| =

0 0 1 3—2=1 para a#0

luego, sélo diagonaliza para a = 0. Sea pues o = 0 y busquemos la matriz S (matriz
de los vectores propios).

Sean {vi,vs} base de Ker (A —1)

00 0 T 0 L
0 0 —1 yl=10] = }
0 0 1 z 0 z =

sean pues v; = (1,0,0), vy, = (0,1,0)

y {vs} base de Ker (A+ 1)

-1 0 0 x 0 =
0 -1 -1 yl =10] = }
0 0 0 2 0 Y- F=

Sea pues vz = (0,1,—1)

1 0 0
luego S = |0 1 1 | y en efecto, se tiene que D = S™1AS
0 0 -1
1 0 0 10 0 10 0 10 0
D=101 0] =101 1 0 1 -1 0 1 1
0 0 2 0 0 -1 0 0 2 0 0 -1

Nota: En este caso S = S§~!

8. Sea f : R?® — R?un endomorfismo diagonalizable que admite por vectores
propios a los vy = (-1,2,2), vy = (2,2,-1), wvs = (2,—1,2)y sabemos que
f(5,2,5) = (0,0,7) . Hallar los valores propios de f .
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Solucién:

Puesto que f(v;) = Ajv; expresaremos los vectores (5,2,5) y (0,0,7)en la base
formada por los vectores propios de f y aplicamos f, al primero

-1 2 2 1 -1 2 2
S = 2 2 -1 ST = sl 2 2 -1
2 -1 2 2 -1 2
por lo tanto
1 -1 2 2 5 1 1 -1 2 2 0 1 14
9 2 2 -1 21 =117, 9 2 2 -1 0] = 9 -7
2 -1 2 5 2 2 -1 2 7 14
luego
F(1,1,2) = flor+ v+ 203) = flo) + f(v2) +2f(vs) =
14 7 14
= Avp + Agvz + 2A303 = R + g
Y M = 19—4 Ay = —g Az = % yaque {v;} esuna base del espacio y la expresion

de un vector en una determinada base es tUnica.

9. Sea f un endomorfismo de R”™. Probar que si A € R es un valor propio de
f entonces AP es un valor propio de f? Vp € Ny los subespacios propios respectivos
E, FE,son tales que EC E, . Dar un ejemplo en el que F # E,, .

Solucién:

Sea A un valor propio, existe pues un vector € R", 2 #0 tal que f(z) = Az ;
luego
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es decir A? es valor propio de f? de vector propio z .

Supongamos que hemos probado que también AP~! es valor propio de fP~! de vector
propio x , entonces

P = FUP @) = FOPT) = X f(e) = AT Ae = A

luego AP es valor propio de f? de vector propio , y obviamente, para todo vector
x propio de valor propio A de f, podemos aplicarle el razonamiento anterior, y se
tiene

ECE,

Veamos que la igualdad en general es falsa; sea f € End(R?) tal que su matriz en la
base natural es

o = o
_ o O
o o O

tenemos que {e3} es el subespacio de vectores propios de valor propio cero. Sin em-
bargo f? es tal que su matriz en la base natural es

_ o O
o o O
o o O

y {es, e3} es el subespacio de vectores propios de valor propio cero y claramente

E ¢ F,
10. Sea Ala matriz

1 2 2

2 1 2

2 2 1
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Determinar A" , para todo n € N .

Solucién:

Si D es una matriz diagonal D = (A;;) se tiene claramente D" = (A7)
Si A es diagonalizable, existe S tal que D = S7'AS y

D" = (S71AS)" = S71A”S  luego A" = SD"S—!

Veamos si A es diagonalizable:

det(A—tI) = —(t+ 1)2(t+5)

los valores propios son t = —1 dobley t =5.

dim Ker(A+1) = 3 —rango

DN DN
DN DN
DN DN
[l
w
|
—
[l
[N

luego A diagonaliza.
Busquemos la matriz S :

vy, vy € Ker(A+1)

2 2 2 z 0 vlz(g,—\/?ﬁﬂ)

2 2 2 Y = 0Ol =z24+y+2=0=>

2 2 2/ \z 0 U2:(@@_\/_g)
6 6’ 3

vg € Ker(A—5I)

|
N
DN
DN
]

—2z2+y4+2=20
y | =
2 2 —4/) \:z T-2ytz=

N
|
iy
N
o
——
<
s
Il
—

luego
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v NGl v NG /3
T T 0 L2 2 T S
_| w NG NG vz NG | —
D=1 5 -z v 2% 5 o
V3 V3 V3 N
R R R 2 2 1 0 -5 ¥
~1 0 0
= 0o -1 0
0 0 5
e
(=1)"
D" = (1)
5n
Finalmente
A" = SD"s7! =

= | =5(=-D"+ 35" EH-1)"+35" (=) + 35"

11. a) Sea A € M, ,(C). Probar que A y A’ tienen el mismo polinomio carac-
teristico.

b) Sean A € M,, ,(C), B € M, ,(C), C € M, ,,(C), tales que AC' —CB = A
Probar que

VpeN APC = C(AL,, + B)?

¢) Sea IY = M, ,,(C) vy f un endomorfismo de E definido de la forma f(X) =
AX —XB con Ae M, ,(C)y B € M, ,»(C) fijas. Probar que A € C es un valor
propio de f siysélosi A = p; —v; con y; y v; valores propios de los endomorfismos
de C™ y C™ asociados a las matrices A y B respectivamente.
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Solucién:
a) En efecto: det (A — AI) = det (A — AI)! = det (A? — XI)

b) Vedmoslo por induccién respecto a p. Se verifica claramente para p = 1: de

AC — CB = A - tenemos
AC =XC+CB=C(Al,,)+CB=C(Al,, + B)
supongamos ahora que es cierto para p y veamos que lo es para p+ 1

¢) Sea {ft1,.. .t} el conjunto de valores propios de A y {vy,...,v;} el conjunto de
valores propios de B

Sea f; un valor propio de A, existe v vector columna de C™ — {0} tal que Av = p;v.

Sea v; un valor propio de B entonces, por a, es también valor propio de B*, por lo que
existe w vector columna de C™ — {0} tal que B'w = v;w y por tanto w'B = v;w!

Sea ahora X = v-w' € M,, (C);

f(X)=AX ~XB=Av-w' —v-w'B =

= piv-w' —vjo-w' = (g —vjvew' = (- vy)X

por lo que p; —v; es un valor propio de f

Reciprocamente
Sea X # 0 un vector propio de f de valor propio A ( f(X)=AX)

Sea P(t) = (—1)"(t—p1)...(t —pn) (los p; no necesariamente distintos) el polinomio
caracteristico de A (recuérdese que C es algebraicamente cerrado por lo que todos los
factores primos de P(t) son de grado 1).

Por el teorema de Cayley-Hamilton P(A) = 0 por lo que P(A)X = 0. Ahora bien,
por b, P(A)X = XP(\l,,+ B).

Tenemos pues

0= XPMp+ B) = XMy — i1 In) - - . (M — pin L) =
= X((A= )+ B) .. (A= pi)on + B) = XC, €' € My n(C)
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X es una matriz no nula por lo que C' no puede ser de rango méaximo:
det C = [ [(det (A = pi) I, + B)) = 0
=1
existe, pues, algin ¢ para el cual det (A — ;)1 + B) = 0 es decir —(XA — ;) es un

valor propio de B por lo que existe algin j para el cual v; = —(A — p;), es decir
A= i — Vj.
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Capitulo 7 Forma reducida de Jordan

1. Hallar el polinomio anulador de la matriz:

L

Il
— O N
NN O
N OO

sin utilizar el polinomio caracteristico.
Hay que buscar un polinomio  P(t) = ag + a1t + - - - + a,t" tal que P(A) =
agl + a1 A+ -+ a,A" sea la matriz nula.

Empecemos suponiendo que P(¢) es un polinomio de primer grado: ag+a;t y planteemos

P(A) = apl + a1 A = 0 es decir

a 0 0 20 0 0 0 0 0
0 a 0]+ 0 2a; 0 =10 0 0
0 0 ap ay 2(11 2(11 0 0 O
lo cual implica:
ap + 2(11 =0

o sea ag = a3 =0
a1:0

Esto nos dice que no puede formarse la matriz nula por combinacién lineal no nula de
I'y Aporloque P(t) no puede ser de primer grado.

Intentemos ahora con un polinomio de segundo grado P(t) = a¢ + ait + ast’ 'y
calculemos A?
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4 0 0
A=1[0 4 0
4 8 4
1 0 0 2 00 4 0 0 0 0 0
a0 1 0] 4+a {0 2 0)+a|0 4 0] =10 00
0 0 1 1 2 2 4 8 4 0 0 0
lo cual implica
a0—|—2a1—|—4a2 = 0}
:>a0:—a1:4a2
a1—|—4a2:0
Puede tomarse ag =4, a3 = —4, a; = 1, para tener P(t) normalizado, por lo que

Pt)=t"—4t+4 = (t - 2)*

2. Sabiendo que un endomorfismo fde R!M tiene (¢+1)%(t—4)(¢t+2)® como poli-
nomio caracterfstico y (¢ + 1)2(¢ — 4)(¢ 4+ 2)® como polinomio anulador. ;Cudles son
sus posibles formas de Jordan?

Solucién:

De:

Q) = (t+ 12t - 1)°(t 4 2)°
P(1) = (64 1)t = 4)(t 4 2)°

Se tiene la 12 descomposicion:

RY = Ker(f+ 1)@ Ker(f —41) @ Ker(f 4 21)°
= k13 Fy & ks
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Pasemos a la descomposicién de los F; en mondgenos; el polinomio anulador de Fy es
(t +1)? , luego la dimensién del monégeno mayor es 2y coincide con el polinomio
caracterfstico (¢ + 1)?, que nos dice que dim FE; = 2, luego en Fj hay un solo
monégeno F; = Fyp, y la matriz de f restringida a Fj es:

()

El polinomio anulador de FEjes (¢t —4), luego f restringido a FE; diagonaliza, ya
que la dimensién del mondgeno mayor es 1 | y puesto que el polinomio caracteristico
restringido a Fy es (t —4)® | se tiene que la dimensién de Fyes 3, por lo que hay
tres mondgenos en Fo de dimensién 1 y es Ey = FEy @ Foy @ Fas v la matriz de
[ restringida a F es:

o O A~
o B~ O
- o O

El polinomio anulador de F3 es (t+ 2)® , luego la dimensién del monégeno mayor es
3y puesto que el polinomio caracterfstico de Fjes (¢t + 1)°, la dimensién de FEj es
6 , luego no tenemos univocamente determinada la descomposicién de Fjs .

Las posibilidades son:

a) FEs1 @ Fsy con dim Fs; = dimFsy; =3

b)  FEs1 @ Fsx @ Fss con dimbs; =3, dimbs; =2y dimFs3 =1

c)  FEs31 @ Fs2 @ Ess @ Fsg con dimFsy =3, dimFsy; = dimbss = dimFEsy = 1.

Y la matriz f restringida a Fs es

2 0 0 2 0 0
1 -2 0 1 -2 0
0 1 -2 0 1 -2
a) 2 0 0 b) 2 0
1 -2 0 1 -2
0 1 -2 —92
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-2 0 0
1 =2 0
0 1 =2
c) 5
-2
-2
luego, las posibles formas de Jordan, son
-1 0
1 -1
4
4
4
a) -2
1 =2
1 =2
-2
1 =2
1 =2
-1
1 -1
4
4
4
b) -2
1 =2
1 =2
-2
1 =2
-2
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3. ;Esla matriz

— o
W N

— o

o O

reducida de Jordan de algin endomorfismo?

Solucién:

Si lo fuese el polinomio anulador seria

P(t) = (=2 -3t +t*)(t —2)*

(=2 — 3t 4 t) es el polinomio anulador de <(1) g) pero —2 — 3t + ¢* no es primo:

(-2 3t4+42) = (t - %ﬂ)@— 3_27\@)

luego la matriz anterior no puede ser reducida de Jordan.
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4. Hallar la forma reducida de Jordan del endomorfismo de R? cuya matriz en la
base natural es

oo o O
oo o =
o O N O
o w o o

Solucién:

Hallemos el polinomio caracteristico:

det(A —tl) = t*

(Obvio ya que la matriz es triangular).

dim Ker(A—0I) =4 —rangoA=4—-3=1 (no diagonaliza, puesl # 4)
0 2 0
dim Ker(A—0I)? = 4 — rango A> = 4 — rango

dim Ker(A—0I)> = 4 — rango A> = 4 — rango

OO oo oo oo
oo oo oo o
oo oo oo o
OO OO OO O

dim Ker(A—0I)* = 4 — rango A* =4 — rango0 = 4

Luego, tenemos

{n? de subespacios de dim > 1} = dim Ker f=1

{n® de subespacios de dim > 2} = dim Ker f* —dim Ker f =1
{n? de subespacios de dim > 3} = dim Ker f> —dim Ker f* =1
{n® de subespacios de dim > 4} = dim Ker f* —dim Ker f> =1

luego hay un solo subespacio irreducible de dim 4 y la matriz reducida es
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o O = o
o= O o
_ o o O
oo o O

Nota: esto ya se podia preveer, puesto que al ser

dim Ker(A—0[) = dim Ker f =1

el subespacio de vectores propios correspondiente al valor propio cero es de dim 1y en
cada subespacio mondégeno hay un subespacio de dem 1 invariante, luego solo puede
haber un monégeno.

5. Dado el endomorfismo de R® cuya matriz en la base natural viene dada por

3 L _1 L L
2 2 2 2 2
L 5 _1 L _1
2 2 2 2 2
L L 3 L _1
2 2 2 2 2
L _1 L 5 _1
2 2 2 2 2
0 0 0 1 2

Hallar:

a) polinomios caracteristico y anulador

b) los subespacios mondgenos correspondientes

¢) una base de estos subespacios monégenos, diciendo qué vectores son

propios y escribir en esta base la matriz del endomorfismo.

Solucién:

a) Polinomio caracteristico
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Q) = det(A—tl) = —(t —2)°

veamos el anulador:

dim Ker(A—2I) = 5—rango(A—21) =5-3 =2

(por ser de dimensién dos habra dos vectores propios linealmente independientes, con
valor propio dos. Por tanto, como en cada subespacio monégeno hay un vector propio,
habra dos subespacios monégenos)

dim Ker(A—2I)? = 5—rango(A—21)?) =51 = 4
dim Ker(A—2I)* = 5~ rango(A—21)° = 5

luego (¢ — 2)? anula a todo el espacio, luego al polinomio anulador es:

Pt) = (t-2)°

b) Por ser dim Ker(A —2I) = 2, hay dos mondgenos de dim > 1

dim Ker(A—2I)? — dim Ker(A—2I)=4—2 =2 hay dos monégenos de dim > 2
dim Ker(A—21)> — dim Ker(A—2I)> = 5—4 =1, hay un mondgeno de dim > 3.
luego, hay un mondgeno de dim 3, y un monégeno de dim 2

¢) Hallemos una base del primer mondgeno {uq, usz, us}

u; € Ker(A—2I)* = R’ , luego u; puede ser cualquier vector tal que (A —2I)%u; #
0y puesto que

1 1 1 1 1
¢ — 2 = - — — — —t — —k =
Ker(A —2I) {(x,y,z,t,k)/Qx 2y—|—2z—|—2t 2k 0}

Podemos tomar por ejemplo u; = (0,0,1,1,0), entonces

Uy = (A—Ql)ul = (070707171)
uz = (A —20)%u; = (A —2Nuy = (1,0,0,0,1)
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y uz es vector propio ( (A — 20 uz = (A — 21)%u; = 0uy =0 ).
Hallemos ahora una base del segundo monégeno wuy, us :

ug € Ker(A—=20)?* 'y uy ¢ Ker(A—2I)

1 1 1 1
¢ — 2 = —-r — — —t — —k =
Ker(A - 2I) {(x,y,z,t,k)/Qx 2Z—I—Qt 2k 0}

Ker(A=2I)={(z,y,z,t,k)/—ac+y—z+t+k=02+y—z4+t—k=0,
r—y+z+t—k=0,y=0}

Observamos que uy € Ker(A —21)? juy ¢ Ker(A —21) , luego tenemos que tomar la
precaucién de elegir w4 de forma que w4, (A — 2/ )uy = u; sean linealmente indepen-
dientes de wuq, usz.

Sea pues

uy = (1,1,0,0,0)

y por lo tanto

Uy = (A—QI)U4 = (071717070)

v us es vector propio.

Vayamos a determinar la matriz de fen la base {uy, ug, us, uq, us} :

( Jup = uy = Auy — 2uy = uy = Auy = 2uy + u
( Jug = ug = Auy — 2uy = uz = Aug = 2uz + us
(A—2lus =0= Aug —2us = 0 = Aus = 2us
(A =21 uy = us = Aug — 2uy = us = Aug = 2uq + us
( Jus = 0= Aus — 2us = 0 = Aus = 2us

luego, la matriz es
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1 2
J = 1 2
2
1 2
y claramente J = S™'AS | donde
001 1 0
0 0 0 1 1
S=11 0 0 0 1
11 0 0 0
01 1 00

6. Sea f € End(R%)cuya matriz en la base natural es

1
1 Lo
Av=10 1 0
0o 1 1

y sea g € End(R?) cuya matriz en una cierta base: B = {vy, vy, v3} es

-1 -7 =2
Ay = 2 6 1
-2 -9 =2

ijPueden ser fy ¢ el mismo endomorfismo?

Solucién:

Paraque Ay y Ay puedan representar el mismo endomorfismo ha de existir una matriz

S tal que ST1A;S = A,

Veamos cémo podemos determinar dicha matriz: busquemos (si existen) las formas
reducidas de Jordan de fy g . Sison el mismo endomorfismo, coincidiran y tendremos
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Ay = SIS Ay = SIS,

con lo cual tendremos

S1A ST =

= S1A;S7 = 554,87 = (8719, A (STS,) = A
SQAQS;lIJ} 1431421 241299 (1 2) 1(1 2) 2

y S = 51_152 es la matriz buscada ya que se verifica: S714,5 = A,

Estudiemos pues A;

det(Ay —tl) = —(t —1)?
dim Ker(Ay—1) =1

luego hay un solo monégeno y J serd

N

(l
o = =
=
— o O

y la base de Jordan es

w; € Ker(A; —I)° = R® w; ¢ Ker(A; — I)?, por ejemplo  w; = (0,1,0)
1

wy = (A1 = Dwi = (5,0,1)

w3 = (Al — I)le = (A— I)UJQ = (17070)

0 1 0 0o i 1

y Si=10 0 1 stt=11 0 0
1

1 o -1 0 10
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Pasemos a estudiar, ahora, A,

det(Ay —tI) = —(t —1)°
dim Ker(A; = 1) = 1

luego hay un solo mondgeno y

N

(l

—_
=
_ o O

y la base de Jordan es

uy € Ker(Ay —I)° = R®, uy ¢ Ker(Ay — I)?, por ejemplo u; = (8, —5,10)
Uy = (A2 —I)u1 = (17—171)
Uz = (A2 - I)2U1 = (A2 - I)UQ = (—37 27 —4)

2 1 -1 8 -1 -3
y So=102 1| S'=1|-5 1 2
5 2 -3 10 -1 -4
y por lo tanto:
5
5 3 -2
S=87"'% =12 1 -1
0 2 1

7. Sea f=(D+1): ,(R) — P(R)donde P;(R) es el espacio de polinomios de
grado menor o igual que dos a coeficientes reales y D es la aplicacién derivada;

a) determinar la forma reducida de Jordan asi como la base para la cual la matriz
adopta dicha forma
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b)  probar que f~!es un polinomio en fy utilizar dicho resultado para determinar
la matriz de f~!en la base natural {z?,z,1}.

Solucién:

a) En la base {2? 2,1}, la matriz de f adopta la forma

I

(l
O N =
—_—= O
—_— o O

det(A—tl) = —(t —1)°
dimKer(A—1) = 3—rango(A—-1)=3-2=1

luego hay un solo monégeno y la matriz reducida de Jordan es

N

(l
o = =
=
— o O

Busquemos la base de Jordan:

v € Ker(A— 1) =R?% v ¢ Ker(A—1)* = {(z,y,2)/z = 0}
v = (17070)
vy = (A Toy = (0,2,0)
vs = (A= 1)1 = (A= Dvs = (0,0,2)
luego la base es {(1,0,0),(0,2,0),(0,0,2)}.
b) El polinomio anulador de fes (¢t —1)% luego

(f-1)P =0af-3f43f-1=0

luego
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I=f=3f+43f = f(fP=3f+30) = (f*-3f+3Df

por lo que

ft = 2 -3f+3I

Y la matriz A™! es:

1 0 0 1 00 1
A'=12 1 0] =32 1 0]+3 1 =
0 1 1 0 1 1 1
1 0 0
= -2 1 0
2 -1 1

8. Hallar la forma normal de Jordan del endomorfismo de R* cuya matriz es

3 1 0 0

-4 -1 0 0

A= 7 1 2 1
-17 -6 -1 0

Hallando la base de R* en la cual la matriz del endomorfismo adopta dicha

forma normal.

Solucién:

Calculemos los polinomios caracteristico y anulador de A

det(A—tl) = det((_3 _1)—th)det((_3 })—th) =
=(t-1*
dim Ker(A—tl) = 4—rango(A—-1) =4-2=2
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luego hay dos mondégenos

dim Ker(A—1)* = 4 —rango(A—1)> =4-0=4=dim R*

luego son dos monégenos de dim 2 y la forma de Jordan es

1 0 0 0
1 1 0 0
/= 0 01 0
0 0 1 1

Y R = B, @ Ey con dim F; = 2 para 1 =1,2

Busquemos la base de Jordan:

base de Fjy:
v € Ker(A—1)?, v ¢ Ker(A—1)
vy = (1,0,0,0)
Uy = (A_I)Ul = (27_4777_17);
base de Fsy:

vy € Ker(A—1)?, wv3 ¢ Ker(A—1)
vs = (0,1,0,0)
Vg = (A—I)Ug = (17—2717—6)

hay que tomar la precauciéon de que wvs, vs sean linealmente independientes de vy, vy.

9. Determinar la forma reducida de Jordan del endomorfismo de R?® cuya matriz en
la base natural es

a
1 -1 con a€R
0
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Solucién:

Busquemos el polinomio caracteristico:

det(A—tI) = —(t —1)*(t = 2)

2 a=0
dim Ker(A-1) =
1 a#0
Para a« = 0 f diagonaliza, y D es
1 0 0
D=10 10
0 0 2

para a # 0 el valor propio 1 nos da un tnico subespacio monégeno, y J es

N

(l
o = =
o = o
N OO

Busquemos la base de Jordan: distinguiremos dos casos

1) a=0

v, vy € Ker(A—1)=A{(z,y,2)/z+2 = 0}

elegimos v; = (1,0,—-1), vy = (0,1,0)

vg € Ker(A—-2I) = {(z,y,2)/z =0, y+ 2z = 0}

elegimos v3 = (0,1,—-1) .
2) a#0

v € Ker(A—1)? = {(2,y,2)/x 4+ ay + (a+ 1)z = 0}
vy ¢ Ker(A—=1) = {(2,y,2)/ay+az =0, z+2z=0}
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elegimos vy = (a,—1,0)
v = (A—Dvy = (—a,—a,a)
vy € Ker(A—2I)
vg = (0,1,-1)

10. Sea A€ M,(R)ysea H el R-espacio vectorial generado por las matrices

{Iv A7 A27 Ty An_l}
a) Demostrar que si B € H y B es inversible, entonces B~ € H.

b) Si detA = 0, probar que existe B € H, B #0talque AB = BA = 0.

Solucién:

a) Por el teorema de Cayley-Hamilton, sabemos que el polinomio caracteristico A™ 4
MAPTL 4.0 4 )\, anula a la matriz:

A" + MA T AT =0

n

por lo que A" =37  —X\,A""" € H ,con lo cual A™ € HVYm > n,y tiene sentido
la aplicacién:

f:H— H
¢ —B-C

f es lineal, pues

F(CL+ Cy) = B(Cy + Cy) = BCy + BCy, = f(Ch) + f(Cy)
FAC) = B-(AC) = AB -C = Af(C)

f es inyectiva, pues si BC; = BCj,, al ser B inversible, tenemos B~!(BC}) =
B71(BCy) y por tanto, C) = Cy | y puesto que H es de dimensién finita fes
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biyectiva, luego I € H tiene antiimagen por la aplicaciéon f; es decir, existe C' € H

tal que f(C)=B-C=1,luego C =B e H

Nota: puesto que las matrices son de orden finito de B-C' = I, deducimos C'= B~1.
Si fueran de orden infinito, podria ser que B-C =1, pero C'-B # 1.

b) Supongamos A # 0;sea p(A) el polinomio anulador de A tenemos que p(A) =
Si_oNAY = 0y puesto que detA = 0 es Ao = 0 (ya que el polinomio anulador
divide al caracteristico y tiene sus mismas raices), luego

MA+ -+ XA =0

ysea pues B=MI4 -+ X A1

B es distinta de cero, ya que si B = 0 el polinomio anulador de A serfa Ay +---+
Arxr—l

Si A = 0, entonces VB € H, tenemos AB = BA =0
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Capitulo 8 Analisis matricial

1. Dada la matriz

3 2 4
A=12 0 2
4 2 3
a) Calcular e?, e,

b) Utilizar dicho resultado para resolver el siguiente sistema de ecuaciones diferen-
ciales :

x’:3x+2y+4z
y’:2x—|—22
z’:4w—|—2y—|—32

sabiendo que para t=0, z=1, y=2, z=3

Solucién:

a) La exponencial de una matriz viene definida por:

1 1
et = lim(I4+ A+ A 4. = AP)
p—+00 2! p!

Puesto que existe S tal que A =SDS™!, con D matriz diagonal, tenemos que:
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et = lim (SS™'4+SDS™! + %SD2S‘1 SRR ]%SDPS*) =

p— 00
1 1
=Slim(I+D+=D*+...—=DP)S™!
p—ro0 2! p!
= SePs!

veamos que en efecto existen las matrices S y D

det(A—= M) = —(A+1)*(A =8)
dim ker(A+1) = 2

luego

Il
oo
|
o~ o
w oo

determinemos S

{v1,v2} basede ker(A+1)

o2 vp = (1,0, 1)
2 1 2 yl=10 = 2x4+y+2:=0 =
4 2 4/ \: 0 vr = (0,2,-1)
vy € ker(A —8I)
-5 2 4 x 0
—br+2y+42=10
2 -8 2 yl=10]= Y = wv3=(2,1,2)
4 9 _5 - 0 20 — 8y +22=10

de donde
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1 0 2 1 5 -2 -4
S = 0 21 yS_1:§ -1 4 -1
-1 -1 2 2 1 2
por lo tanto
1 —-1 L [ (=17
el = lim 1 + -1 —|—§ (—1)? 4o
P00 1 8 . (8)2
1 (-1)r e
= (—1)* = e!
p (8)P 8
y
el +4e®  —2e7! 428 —de7! 4468
ed = SePS1 = Z | —2¢71 4 92¢8 e~ 4 €8 —2e~ 1 4 92¢8
—de 1 448 —2e 1 426 Be7l 4468
tA . L o4 1 tD g—1
et = lim (I +tA+ —t? A + ... 4 —tPAP) = Se'PS
p—>00 2! p!
y
et 0 0
el = 0 et 0
0 0 €
por lo que

1 e~ t + 48t —2e7t 4268t —4et 4 480
et = 2| —2¢t + 268t et 4+ 81 —2¢7t 4 98¢
—de 4 4e8t —2¢t 4 2681 e~ !+ 4eBt

b) Pasemos a la resolucién del sistema de ecuaciones diferenciales
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1 z(t)
X(t) = X (0) con X(0) = |2 X(t) = [ y(¥)
3 z(t)

por lo que

—1le~t 4 20e8?
X(t) = = 8e'+410e
I\ 7e=t 4 2068

2. Resolver el sistema de ecuaciones diferenciales

ij—f:x—l—Qy—élz
dy
%——yﬁ-ﬁz
e _
ar ~ YT

Solucién:

El sistema puede expresarse matricialmente

it 1 2 -4\ [«
bl =10 -1 6 y
dz 0 -1 4 z
dt

es decir, % =AX .

Intentaremos efectuar un cambio de base de modo que la nueva matriz J = S~1AS sea

lo més sencilla posible. Asi, si X = SZ, tenemos %X = S% y la ecuacién queda

di
S% = SJS71SZ | es decir % =JZ.

Busquemos la forma reducida de Jordan de A
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det(A— X)) = —(A—1)*(A - 2)
dim ker(A—1)=1

luego no diagonaliza y

N

(l
o = =
o = O
N OO

La base de Jordan es

v; € ker(A—1)* v; ¢ ker(A—1) sea pues
vz = (A= 1)(v1) = (2,0,0)
vy € ker(A —2I) sea pues w3 =(0,2,1)

y la matriz S es

1 20
S=13 0
1 0 1
El sistema queda
Loy 10 0\ [z
Lz =1 1 0] =
dstS 0 0 2 z3
cuya solucion es:
21 = C’let
29 = (Clt —|—Cg)€t
Z3 = 03€2t
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que volviendo a la base natural

x 1 2 0 Chet
y = 3 0 2 (Clt—|—02)€t
z 1 0 1 Cye?t

de donde

xr = (201t—|— Cl + 202)6t
y=3Ce’ + 205 ¢e%!
2= Chel + Cye?t

3. Sea fun endomorfismo del R-espacio vectorial R* tal que su matriz en la base
natural es:

-1 0 0 0
12 9 -4 -4
30 25 —-11 -—-13

0 0 0 1

A=

a) Obtener la forma reducida de Jordan de fy la base de Jordan correspondiente.

b)  Calcular €4 .

Solucién:

a) Determinemos la forma reducida de A
det(A—X)=(A+1)3(A—1)
dim ker(A+1) =2

luego no diagonaliza, y el valor propio —1 nos proporciona dos mondgenos y la matriz
de Jordan es

-1 0 0 0

1 -1 0 0

/= 0 0 -1 0
0 0 0 1
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Busquemos la base de Jordan

v; € ker(A41)? vy & ker(A+1),v, = (1,0,0,0)

vy = (A+ Doy = (0,12,30,0)

vs € ker(A+ 1) independiente con vy, sea wvs=(1,0,3,0)
vy € ker(A+1),vs =(0,1,1,1)

v la matriz cambio de base es

1 0 1 0 12 10 -4 —6
{0 12 01 4 L[ o 1 0 -1
S=1o30 31| Y5 =3l o 10 4 s

0 0 0 1 0 0 0 12

b) €34 = €355 _ g3l g1

e300 0
3J 36_3 6_3 0 0
€= 0 0 e3 0
0 0 0 ¢
luego
¢—3 0 0 0
34 36e73 3le™® —12e72 —19e¢ 3 4¢3
€ 90e=3 The™3 —20¢~3 —46e3 + €3
0 0 0 3

4. Determinar las funciones reales de una variable z(t) , y(t), z(t), u(t) tales que
verifican el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales lineales

T =xrx—z4+u
’:y—l—z
"= 2
=
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y las condiciones iniciales z(0) =1, y(0) =0, 2(0) =1, u(0) =2.

Solucién:

Escribiendo el sistema dado en forma matricial AX = X'

OO O =
OO = O
O ==
—_—o O =
e N e =

Busquemos la forma reducida de Jordan de la matriz A para simplificar el problema

det(A— M) =(A—1)*
dim ker(A —1) =2
luego hay dos mondégenos
dim ker(A—1)* =4

luego ambos monégenos son de dimensién dos, por lo que la matriz de Jordan adopta
la forma

1 0 0 0
1 1 0 0
] = 0 01 0
0 0 1 1

Busquemos la base de Jordan

e1,e3 € ker(A—1), e, e3¢ ker(A—1)
622(14—])617 642(14—])637

de manera que ey, e, €3, €4 sean independientes.
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Sea pues

e = (0,0,1,0) = e; = (—1,1,0,0)
e3 = (0,0,0,1) = ¢4 = (1,0,0,0)

luego

0 -1 0 1 0 0 1 0
{0 1 0 0 1 _ {0 1 0 0
=11 o000 ¥ Tloo o1
0 0 1 0 1 1 0 0
etA — otSISTH _ getJ g1
1 0 0 0 et 0 0 0
RAN N N U te! et 0 0
“fto o 1 0] Lo 0 € 0
0 0 ¢ 1 0 0 tet ¢
por lo tanto
et 0 —te' te
A 0 e tet 0
0 0 € 0
0 0 0 et
v la solucién del sistema es:
x z(0) et
Y| = o4 y(0) _ te'
z z(0) et
u u(0) el

5. Dada la matriz

L

Il
TN
— o
~—
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Hallar:

]_|_A_|_A2_|_..._|_A”_|_...:ZAi
=0

Solucién:

Busquemos, para obtener de forma sencilla A", la forma reducida de Jordan de la
matriz A

det(A - AT) = (A— %)(A + %)

luego A diagonaliza

T
[l
TN
O o=
| <
w|—
SN

v la matriz cambio de base es:

1
vy € ker(A — 5]), v = (1,3)

1
vy € ker(A+ 51), vy = (—1,2)

£ Xamo(2)"+3
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oo lvn P .. s .
Yoneo(3)® =2 (eslasuma de los términos de una progresion geométrica de primer

P . 1
término 1y razén 5 < 1).

Soo(=5)" = 2 (es la suma de los términos de una progresién geométrica de
primer término 1y razén —%,|— | <1 ).
Por lo que:
2¢~, 1, 3«, 1, 5
Q) sy = g
n=0 n=0

—~
N | —
e
3
|
(S
—~
|
W =
e
3
(l
=~ =

O W (23 en (S
—~ —~
N | — N | —
e e
3 3
|
[S1E1 ] | O
—~ —~
| |
W W =
e e
3 3
(l (l
N | Qo N | W

n=0

6. Sea

I

(l
=
—_ O =
o = =

Calcular senA .

Solucién:

Por definicién:

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



128

Algebra Lineal. Problemas resueltos

0 -1 nAZn-I—l
senA = Z 7( )

(2n+ 1)!

Determinemos la forma reducida de Jordan de A

det(A =M= —(A+ 1?4+ (A —2)
dim ker(A+1) =2

luego A diagonaliza.

La matriz cambio de base es

v1,vy € ker(A+ 1)

luego

y por lo tanto

independientes vs € ker(A — 1)

= ofs =S

sean pues
V2 V2
n= G0
V6 V6 26
Uy = (_7_7_—)
6 6 2
V3 V3 V3
US—(_7_7_)
333
V3 VI 2
3 2 2
V3 -1 NG NG
Flvst=|E %
V3 V3 V3
3 3 3

0 (_1)nSD2n+IS—1 0 (_1)nD2n+1
sen A = Z 2n 1) :5(27

n=0

0 —-1)"
Zn:O ((Zn-l—)l)!
=S5 0

0

(1)

—1
— (2n+1)! S
0 0
o] 1" n
Zn:O %(_1)2 + 0
0 -1"
0 Zn:O ﬁ
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sen(—1) 0 0
=9 0 sen(—1) 0 S =
0 0 sen(2)
2sen(—1) —1sen(—1) 4 +sen(2) —isen(—1) 4 Lsen(2)

= | —%sen(—1)+ isen(2) Zsen(—1)+ gsen(2) —isen(—1)+ Lsen(2)

—Lsen(—1) + $sen(2) —isen(—1)+ isen(2) Zsen(—1)+ isen(2)
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Apéndice I Grupos

1. Consideremos el subconjunto G'Ly(R) de My (R) definido por

GL2(R):{<CC‘ Z) |ad—bc;£0}.

a) Probar que (G'Ly(R),:) es un grupo no conmutativo, (- es el producto habitual
entre matrices).

b) Consideremos el subconjunto SL;(R) de M;(R) definido por

5L2(R):{<Z Z) |ad—bc:1}.

Probar que (SL3(R),-) es un subgrupo del grupo (GLy(R),-).

Solucién:

a) Primero veamos que la operacién estd bien definida, es decir dadas (Z Z) , (Zl Zl ) €
1
Gly(R) entonces

a b ay bl o aa + bCl ab1 + bdl o a9 b2
(C d) (Cl d1>_<ca1—|—d01 Cb1—|—dd1>_ (CQ d2> 6Gl2(R)
para ello basta calcular asdy — boco

a2d2 — b202 = (aa1 + bCl)(Cbl + ddl) — (ca1 + bcl)(abl + bdl) =
= (ad — bc)(a1d1 - blcl) 7£ 0

Veamos que se verifican las propiedades de grupo y que falla la conmutatividad
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Asociatividad

a b . ay bl . ay b2 o
d c1 dy cg dy)

aa + bCl ab1 + bdl a9 b2 o
caq + dCl Cbl + ddl Cy d2 o

aa1 + bCl a2 + (ab1 + bdl)CQ (aa1 + bCl)b2 + (ab1 + bdl)dg _
ca1 + dCl a2 + (Cbl + ddl)CQ (ca1 + dCl)b2 + (Cbl + ddl)dg

611@2 +bicy) + b(crag +dicy)  alarby + bida) + d(c1bs + dids) _
claray + bicy) + d(crag + dicy)  clarby +bidy) + d(ciby + didy)

C( @az +bica arby +bydy
cray +dicy  c1by 4 didy

) (o) %)

FExistencia de elemento neutro

v(fc‘ Z) € GLy(R). 3(3 ‘f) tal que
()G D)=G D))= a)

y el elemento neutro es tnico: supongamos que existe un elemento (ﬁ ?) tal que

S =

a b .
V(C d)EGL(R) se tiene
a b\ [z y\_(x y\ (a b\ _[a b
c d z t) \z t c d) \e d
x oy r y) (1 0y _ (10
por ser (z t) neutro = (z t) (0 1) = (0 1)
1 0 Ty 1 0y (fz y
por ser (0 1) neutro = (z t>'<0 1) = (z t)
z y\ _ (1 0
z t) \0 1

entonces

FExistencia de elemento simétrico
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V(Z Z)GGLQ(R) ad — cb # 0 luego 1/ad —bc € R

d/ad —bec —b/ad — be ‘
Sea (—c/ad —bc  a/ad—bc ) € GLy(R) y es tal que:

dfad—be —blad—be\ (a b _
(s s G o)
(=), (s oy

b s , .
) € GL3(R), el elemento simétrico es tnico. (jCompro-

Claramente para cada (Z d

barlo!)

Luego G'L3(R) tiene estructura de grupo, veamos que no es abeliano.

1 1 1 0
Sean (0 1>,<1 1) € GL3(R)
1Y (1 0\ _ (21
0 1 1 17 \1 1
1oy (1 1\ _ (11
1 1 0 1/ \1 2
b) Sean A,B € SI(R) C GL3(R) consideremos B™'A € GLy(R) y veamos si

pertenece a SLy(R)

det (B7"A) = det B~ 'det A = 1/detb-det A=1/1-1=1

2. Sea G un grupo tal que para cada = € G,2? = ¢, siendo e el elemento neutro del
grupo G'.

Probar que G' es un grupo conmutativo.

Solucién:

De 22 = e se tiene # = 2!
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Para todo par de elementos x,y € G se tiene 2y € G luego

(vy)? = ayay = e

premultiplicando dicha igualdad por z y postmultiplicando por y tenemos

Tyxy =€
TTYTYY = ey
eyre = xy
yr = xy

luego el grupo es conmutativo.

3. Encontrar todos los subgrupos normales de &3

Solucién:

Ss = {1, 91, 92,51, 52,53} con

. (1 3 (1 3
T\ 2 03 =3 1
o 1 3 . — 1 3
T 2 P73 3
Componiendo de todas las formas posibles estos elementos, de dos en dos, obtenemos
la siguiente tabla

N O
v
N
[V
|
TN
N =
— N W N

NI NS N
— W
N——
vy
w
[
TN
[N

W N NN

© i g1 | g2 | 51| S2 | S3
i i g1 | g2 | 51| S2 | S3
g1 | g1 | g2 | © | 83| s1 | s
92 | 92 | v | g1 | S2 | 83| s1
S1 | S1 | S2 | S3 @ g1 | 92
Sy | S2 | s3 | si 92| |G

S3 | S3 | S1 | S2 | 91 | 92 ?

(Nota: en la tabla 2 oy es x columna, y fila)

Teniendo en cuenta que
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a) el grupo es de orden seis,
b) el orden de sus subgrupos ha de ser divisor de seis,

¢) un subconjunto de un grupo finito es subgrupo si este es cerrado con respecto la
operacién,

simplemente observando la tabla anterior, vemos cudles son los subgrupos de S,
Subgrupos de orden 1:  {i}

Subgrupos de orden 2:  {i,s1}, {7, s}, {¢, 83}

Subgrupos de orden 3:  {i,g1,92}

Subgrupos de orden 6: &

Son subgrupos normales los subgrupos {i},Ss (los impropios), asi como el de indice
dos, que puesto que el orden de S5 es seis, éste es {i,¢1,¢92}. Analicemos si algin
subgrupo de orden dos es normal, estudiemos por ejemplo {¢,s;} (los otros dos se
estudian de la misma forma).

Se trata de comparar a o {i,s;}, con {i,s1}oa con a € S3 un elemento cualquiera:
sea a = Sy

89 © {i7 31} = {52791}
{i751} 085 = {52792}

conjuntos distintos por lo que el subgrupo no es normal, (ninguno de los tres subgrupos
de orden dos es normal).

4. Sea S un subgrupo de un grupo G y sea x € G. Probar que
e Se = {a7yx | Vy € S}

es un subgrupo de G

Solucién:

Sean %1,y € S entonces z ly;x v 271y, son dos elementos de 27 1Sz, veamos si
se verifica la condicién de subgrupo:

(e ) (@ pa) = (@) (e lyy te) = Ty (e Ty e = 2T gy e
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las igualdades anteriores son todas ellas ciertas puesto que z, 1,42 son elementos de
G que tiene estructura de grupo.

Ahora bien, por ser S subgrupo y1y; ' = y3 € S, luego
(z 7 hpa) (@ o) = e yse € 271 S

y por lo tanto #71Sz es un subgrupo de G

5. Sea A€ My(C) ysea S={X € GLy(C)| XA=AX}.

a) (Es S un subgrupo de GL,(C)?.

b) Determinar S para el caso en que A = (g é)

Solucién:
a) Sean X1, X; € 9 luego verifican X;4 = AX; y XoA4A = AX),

Para ver si se verifica X;X; 14 = AX; X, " (condicién de subgrupo), veamos primero
que, si Xy € S entonces )(2_1 €5.

En efecto: premultiplicando y postmultiplicando la igualdad X3 A = AX, por )(2_1
tenemos

X' X0AXT = X AXG X!
AX; = XTtA
X;'A=AXST
v finalmente
X, X;7t4 5 X, AXGH 5 X, AXGH
(a) Xytes

(b) X1€8
Luego en efecto S es subgrupo.

Ty 23
T3 T4

b) Sea X = ( ) € S entonces

T, T2 0 1 . 0 1 T, T2
T3 T4 0 0/ \0 O T3 T4
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0 1 . T3 T4
= ()= )
—I3 1 — T4 . 0 0
0 T3 ~\0 0

= X1 =24 $3IO

[T X2
- X_(O )

ahora bien X € GLy(C) luego 21 # 0

{5 )

U

6. Probar que (R, %) con a+b= v/a®>+b® es un grupo isomorfo a (R,+).

Solucién:
Veamos que (R, *) es un grupo abeliano.
1) La operacién esta bien definida (a b existe para todo a,b € R y es tnico)

Asociatividad

(asb)xe= (Va4 )xe= 3 (VA 1)+ =

=@ TP S = VT B =t + (VB o) =
=a*x (V0P +cA)=ax(bxc)

FExistencia de elemento neutro

Sie € R estal que Ya € R
axe=—exa=a

entonces
3
Vad+ed=a = d+=d = =0

por lo tanto e = 0 y evidentemente es tinico

FExistencia de elemento simétrico
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Si para cada a € R existe a; € R tal que
axa ' =a;xa=0

entonces
3 3

0=y/a®>+a} = ¢ =-a] = a=a
luego el elemento simétrico existe y es tinico

Conmutatividad

a*b:f/a?’—l—b?’:i/b?’—l—a?’:b*a

Luego en efecto es grupo abeliano, establezcamos ahora el isomorfismo con (R, +)

(R x) — (R, +)

a — ¢la)=ad

Dicha aplicacién esta bien definida ya que ¢(a) es un nimero real dnico, para cada
a€R.

Es inyectiva pues ¢(a) = ¢(b) = &* =b% lo que implica a =
Es ademds exhaustiva pues Va € R existe /a tal que ¢(y/a) =a
Esta aplicacién es morfismo de grupos, ya que
plaxb) = p(Va +5%) = (Ve +17)* = & + 5 = p(a) + ¢(b)

por lo que ¢ es un isomorfismo.

7. Sea G un grupo. Probar que si existe un nimero entero n tal que (ab)” = a"b"
para todo a,b € G entonces

G"={a" |z € G} y G,={reG|z"=¢}

son subgrupos normales de G, y si G es un grupo finito entonces el orden de G"
coincide con el indice de G,

Solucién:
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Consideremos la aplicacién
p:G—G

r— "

y comprobemos que es morfismo de grupos

plab) = (ab)" = a™b" = p(a)p(b)

(a)
(a) por hipétesis
Kerp={2 € G| ¢(x)=e} =G, luego G, es subgrupo normal de G

Imp ={y € G| 3w € Gtal que p(x) =y} = {2" | 2 € G} = G™ luego G" es un
subgrupo de ', veamos que tambien es normal

Yy e G ya"y = (yay™h)" € G"

Y por dltimo ¢(G) = G™ ~ G/G,, por lo que

ord G" = ind G,

8. Probar que un grupo (G,-) es abeliano si y sélo si la aplicaciéon ¢ : ¢ — @
definida por ¢(z) = 27! es un automorfismo de .
Solucién:

La aplicaciéon ¢ estd bien definida puesto que cada elemento de G admite un inverso
v este es Unico.

Supongamos ahora que ¢ es un automorfismo
pla-b) = p(a)-p(b) Va,b e &G
Por definicién de ¢ tenemos
(a-b)'=a"t-p7t (1)
Por definicién de elemento simétrico tenemos

(a-b) ' =071 at (2)
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que por (1) y (2)
pla-b)=0""-a"t = ¢(b) - p(a) = @(b- a)

y por ser ¢ automorfismo es

a-b=b-a
Luego G es conmutativo.
Reciprocamente

La aplicacién ¢ es biyectiva por ser G grupo (para cada elemento ¢ € G existe
simétrico y es nico), veamos que el hecho de ser el grupo abeliano nos asegura que ¢

es morfismo

pla-b)=(a-b)" =01 a™t = a”! 07 = p(a) - o(0)

a

—_
N

(a) hipotesis de conmutatividad

9. Sea G un grupo. Probar que el orden de un elemento a € GG es el mismo que el
orden de su inverso a~!

Solucién:

Sea n = orda el orden de a € G es decir ¢ = e. Puesto que todo elemento a € G
conmuta con su inverso a~! y este es tal que aa”! = e, se tiene

—e" = ¢

(aa™"" =aa™t...aa”' = a"(a™t)"
y por lo tanto

Ahora bien a” = e luego (a™1)" = e(a™!)” = €. Por lo tanto si m es el orden de ™!

se tiene que m es divisor de n.

Anilogamente tenemos (a7 1a)™ = ¢™ = e de donde

a™ =ea™ = (a"H™a™ = e
por lo que n es un divisor de n.

Finalmente si n es divisor de m y m es divisor de n es que n = m.
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Apéndice IT Anillos de clases de restos

1. Sea Z el anillo de los nimeros enteros, un subconjunto, I C Z, diremos que es un
ideal si y solamente si

Ve,y el } N r—y€E I}
Ve el, VaeZ a-v el
Probar que todos los ideales de Z son de la forma

I'=(a)=Ha-m|VYm € Z}.

Solucién:

Sea, a, el menor entero positivo perteneciente a I, para todo m € I, tenemos

m=a-c+r con 0<r<a

puesto que a € [ se tiene que a-c € [ y por tanto r = m —a-c € I; r es positivo
o nulo y por pertenecer a [ ha de ser nulo, luego m = a - ¢ es decir [ = (a); (estos
ideales se llaman principales).

2. a) Probar que la interseccién de dos ideales de Z es siempre un ideal.

b) Probar, con un ejemplo, que la unién de dos ideales de Z no tiene por qué ser un
ideal.

Solucién:
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a) (a)n(b)=1
Sean z,y € I;veamossi ¢ —y € I. De a,y € I se tiene

z,y € (a) dedonde =z —yé€ (a)
z,y € (b) dedonde z—ye€(b)

Deaz—ye€(a),y x—yec(b) setiene z —y € (a)N(b)=1
Sean x € I, m € Z; veamos si m-x € I.
De o € I se tiene
x € (a) luego m-z € (a)
z € (b) luego m-z € (b)

De m-z € (a),y m-z € (b) se tiene m-z € [
(b) Consideremos los ideales Iy = (3), I, = (2) y sea (3) U (2).

Tenemos que 9 € (3), 4€(2) y 9—-4=5¢ (3)U(2) puesto que 5¢ (3) vy 5 ¢ (2),
luego (3) U (2) no es ideal.

3. Probar que mcd(a,b) = d, siendo d el generador del ideal suma de los ideales de
Z generados por a,b respectivamente.
Solucién:

Recordemos que

I+J=Ha+blacl, be J}

es siempre un ideal.

En Z sabemos que los ideales son principales, luego

Veamos que d es en efecto med(a,b).
(a) C (d) pues Vm € (a) m+0=m € (a) + (b) = (d).
Por el mismo razonamiento (b) C (d).

De (a) C (d) tenemos que a € (d), luego a =d - ky

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



Anillos de clases de restos 143

De (b) C (d) tenemos que b € (d), luego b =d - ky

de donde d es divisor comin de a, y b; falta ver que es el méximo.

De (d) = (a) + (b) tenemos que d € (a) + (b); luego existen m,n € Z tales que
a-m+b-n=d

por lo que si dy es divisor de @ y b lo es de a-m + b-n, es decir, lo es de d , por lo
que med(a,b) = d.

4. Probar que mem(a,b) = ¢, siendo ¢ € Z el generador del ideal interseccién de los
ideales generados por a,b € Z.

Solucién:

Tenemos, por hipétesis, que (a) N (b) = (c); veamos que ¢ = mcm(a,b).

C (a), 1 c
De ()6 = (o) tenemos { |7)C 10 E
(c) C (b), luego c € (b)

de donde

c=a- kl con kl €7

c=25b- k2 con k2 c7
luego ¢ es miltiplo de @ y b. Veamos que es el minimo. Sea h un miltiplo de @ y b
cualquiera

h=a-hy dedonde he€ (a)
h="b-hy dedonde h e (b)

y por tanto, h € (a) N (b), es decir h = ¢ - hs, es también miiltiplo de c.

5. Probar que para que Z/(n) sea cuerpo, es condicién necesaria y suficiente que n
sea primo.

Solucién:

Supongamos que Z/(n) es cuerpo, es decir Va € Z/(n), @# 0, existe b € Z/(n) tal
que @-b=1.

© Los autores, 2000; © Edicions UPC, 2000.



144 Algebra Lineal. Problemas resueltos

Si n no fuera primo, existirian ny, ny € N; ambos distintos de n, tales que ny -ny = n;
por lo tanto 7y - = = 0.

Puesto que 7y # 0 y Z/(n) por hipétesis es cuerpo, existe m tal que 7y -m = 1, luego
6:6-%:%1 ‘Mo -M =N M Ny :T-HQ = TNy, luego ny = n y puesto que ngy | n,
se tiene ny = n contradiccién; luego n ha de ser primo, y la condicién es necesaria.

Veamos que es también suficiente:

Sea 0 # @ = {m-n+a,Vm € Z, con0 < a < n}. Puesto que n es primo, med(a,n) = 1;
por lo que existen r,s € Z, tales que a-r+n-s=1 (recordar que (a)+ (n ) (1));
luegom_l oseaar—l—n 5=1; Pero m =0, por lo tanto @-7 =1
Z/(n) es cuerpo.

6. Determinar todos los divisores de cero de

a) Z/(12);  b) Z/(18); ) Z/(24).

Solucién:

Z/(n) con @ # 0 es un divisor de cero si y solamente si existe
tal que

yn elemento_ a €
beZ/(n), b# 0 B
a-b=0

Observamos que si @ es divisor de cero, también loes b,y a-b=n.

a) 12 =22-3 luego los divisores de cero son 2, 3, 4, 6,8, 9, 10; es decir, las
clases de resto de los divisores propios de 12 y de los elementos que tienen un factor
que lo es de 12.

Observamos que 2-6 =0, 3-4=10, 3-8=0, etc.

b) 18 = 2-3%, luego los divisores de cero son 2, 3, 4, 6, 8, 9, 10, 12, 14,
15, 16, es decir, las clases de resto de los divisores propios de 18 y de los elementos
que tienen un factor que lo es de 18 .

Observamos que 2-9 =10,

4-6=0, 8:3=0, 4-9=0, etc.

o 4= 2% .3, luego los divisores de cero son 2, 4, 8, 3, 6, 10, 12, 14, 16,
18, 20, 22, 9, 15, 21, es decir, las clases de resto de los d1V1sores propios de 24 y
de los elementos que tlenen un factor que lo es de 24.
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Observamos que 2-12=0, 4-6=10, 8-3

[l
=l
at
—
o0l
[l
<l
)
—+
o

7. Escribir las tablas de sumar y multiplicar de Z/(4) y resolver el sistema de ecua-
ciones

204+ 3y =1
2x+2y:1}
Solucidn:
+ 10| 1|23 0O(11]2]3
o101 1]2]3 0)10]0]0]O0
1112 |3]0 11011123
212131101 2101 21]0] 2
313107 1] 2 310113121
2$+3y:1}(:a>) lz+y=2 = y=2
2042y =1

(:b>) 20+3-2=1 = 2242=1 = 2z=3

no tiene solucién pues no existe ningin elemento z en Z/(4) tal que 2.z = 3. Obsérvese
que 2 no es inversible en Z/(4) (es un divisor de cero)

(a) sumando ambas ecuaciones.

(b) sustituyendo el valor de z en la primera ecuacién.

8. Escribir la tabla de sumar y multiplicar del cuerpo Z/(5) y resolver el sistema

ac—|—2y:1}
20 +y =20

Solucién:
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+ 10| 1]2]3]|4 01112 |3]14

0Ojo0|1|21]3]|4 0,010 0]0]0

1172 13[4]0 110111234

2121314011 210124113

3131410 1]2 310|131 1]4]2

41410123 410141321
x—|—2y:1} (:a>) 2$+4y:2} (:b>) dz + 0y =2
20 +y=0 20 +y=20

= 4r=2 = z=3

(:c>) 2:34y=0 = 14+y=0 = y=4

(a) multiplicando la primera ecuacién por 2.
(b) sumando ambas ecuaciones.

(¢) sustituyendo el valor de z en la segunda ecuacién.

9. Descomponer en fracciones simples, sobre Z/(5) la fraccién racional siguiente
4
22+ 42 +3

Solucién:

Hallemos primero las raices del denominador, haciendo uso de las tablas del ejercicio
anterior:

(2 +42+3)4)=14+1+3=0
(2? 4+ 42 +3)(2)=4+3+3=0
luego 22 + 4+ 3= (2 —4)(z —2) = (v + 1) (2 + 3), luego

4 A B
(ac—l—l)(x+3)_x+1+x+3
4 Az +3)+B(x+1) (A+Bz+3A+B
(@+D@@+3)  (@+D@+3) @+ @+3)
Igualando numeradores tenemos
A—I—BzO} A=2 B=3
3A+ B =4
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Prologo

La matemdtica discreta es una rama de las matematicas que trata las estructuras finitas y nu-
merables. Esta definicién, forzosamente imprecisa, queda mejor delimitada cuando se da una
descripcion de sus contenidos. A grandes rasgos, las lineas bésicas de las que se ocupa la ma-
temdtica discreta son las técnicas de enumeracion, las estructuras combinatorias, la teorfa de
grafos y las estructuras algebraicas. Asimismo, la algoritmica es una herramienta imprescindi-
ble para la construccién de soluciones a los problemas que se tratan.

Aunque histéricamente éstas eran dreas que no formaban un cuerpo estructurado, el pro-
greso de la informaética y de las técnicas de computacion les ha dado un impulso decisivo y las
ha convertido en una de las ramas de la matematica aplicada con mads vitalidad.

Este impulso ha influido también en el disefio de los curricula en las ensefianzas de inge-
nierfa y matematicas alrededor del mundo. En este sentido, en nuestro pais, la implantacién de
nuevos planes de estudio y la reforma de los existentes hace que la matemdtica discreta haya
sido introducida como un elemento importante de la formacién bésica.

El libro de texto que se propone ha sido pensado para servir de soporte a cursos bdsicos
de matematica discreta. Asi, los conocimientos de matemdticas que se presuponen en el lector
son los que corresponden a unos primeros cursos universitarios de dlgebra y cdlculo. El texto
contiene material més que suficiente para cubrir dos cuatrimestres lectivos, y facilita asi una
cierta flexibilidad en la eleccion de los temas a explicar. Desde el punto de vista pedagdgico
se ha hecho un esfuerzo especial para presentar los temas de una forma simple pero rigurosa.
Como cualquier texto de matemdticas, los problemas al final de los capitulos y los ejercicios
insertados en el texto constituyen un elemento importante del libro.

El contenido del libro se estructura en un capitulo inicial sobre algoritmica seguido de tres
partes dedicadas a la enumeracion, la teorfa de grafos y las estructuras algebraicas discretas.

En el capitulo inicial se introducen las nociones basicas de recursividad, lenguajes algorit-
micos y complejidad de algoritmos. En la primera parte, se hace un repaso de la combinatoria
elemental, se discuten principios bdsicos de enumeracion y se presentan técnicas de enume-
racién mds elaboradas basadas en las funciones generadoras y las ecuaciones de recurrencia.
Paralelamente, se van introduciendo también algunos temas cldsicos de combinatoria como,
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por ejemplo, las particiones de conjuntos y de enteros, desarreglos o la teoria de Ramsey, entre
otros.

La segunda parte presenta los temas basicos de la teorfa de grafos. Se introducen en primer
lugar los elementos bésicos de la teoria y la terminologia. A continuacion se estudian los ar-
boles, en cierto sentido la clase mas simple de grafos, a pesar de tener numerosas aplicaciones
en dreas muy diversas. En particular, se trata también la obtencion de arboles generadores de
coste minimo, que constituye un problema cldsico en investigacion operativa. Sigue el estudio
de la estructura ciclica de un grafo y su aplicacién al andlisis de redes eléctricas. También
se tratan los problemas cldsicos de existencia de circuitos eulerianos y ciclos hamiltonianos,
y su relacién con ciertos problemas de optimizacién combinatoria como pueden ser los pro-
blemas del viajante o del cartero chino. El dltimo capitulo de esta parte estudia tres temas
aparentemente no relacionados, pero que resultan estar estrechamente ligados: flujos en redes
de transporte, conectividad de grafos y apareamientos en grafos bipartitos. Todos ellos tienen
numerosas aplicaciones a problemas de optimizacién y de asignacion y en el disefio de redes
de interconexion.

Finalmente, la dltima parte del libro estd dedicada a estudiar las estructuras algebraicas
discretas. Después de introducir las operaciones binarias y sus propiedades, se presentan los
conceptos bésicos de la teoria de grupos. Se describen las propiedades mds significativas de
los grupos ciclicos y de los grupos de permutaciones, y se dedica una atencion especial a la
representacion de grupos per medio de los grafos de Cayley. A continuacién se tratan estruc-
turas algebraicas definidas a partir de dos operaciones: anillos y cuerpos. En particular, se
estudia el anillo de polinomios y se aplica a la construccidn de cuerpos finitos. Las estructuras
combinatorias estudian de manera sistemética las relaciones de incidencia entre determinados
objetos y ciertos subconjuntos de estos objetos. En el dltimo capitulo se introducen los dise-
flos combinatorios como modelos generales de estas estructuras. En particular, se introducen
las llamadas geometrias finitas y se particulariza en el estudio de planes afines y proyectivos
finitos. El capitulo se acaba con el estudio de cuadrados latinos y la construccién de conjuntos
de cuadrados latinos mutuamente ortogonales.

Los autores quieren agradecer especialmente el interés con que el profesor José Luis An-
drés Yebra ha revisado el manuscrito de este libro. Sus correcciones y sugerencias han sido
una ayuda muy valiosa. En este sentido, queremos manifestar también nuestro agradecimiento
al profesor Miquel Angel Fiol Mora, asi como a Javier Oz6n Gérriz.

Agradecemos también el soporte institucional de la Universitat Politecnica de Catalunya y
la confianza depositada en el proyecto de este libro que se ha manifestado en el otorgamiento
de una ayuda para su elaboracién.

Los autores
Barcelona, 23 de marzo de 1994
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Capitulo 1

Algoritmos

. Introduccién

. Algoritmos y maquina de Turing
. Lenguaje algoritmico

. Andlisis de algoritmos

. Comparacién de algoritmos

AN AW N -

. Clasificacién de algoritmos

El objetivo de este capitulo es proporcionar el marco formal y las herramientas bésicas que
permitan la descripcion y el estudio de los algoritmos que se presentaran al largo de este libro.
Después de una introducciéon general al concepto de algoritmo, este se precisa en la seccién 2
dentro del modelo de cémputo de la maquina de Turing en el que se consideran los algoritmos.
A continuacién se presenta la notacidn o lenguaje algoritmico que se usard, y en la seccién 4
se dan los fundamentos del andlisis de algoritmos, que nos permitiré realizar la comparacién
entre diferentes algoritmos de resolucién de un mismo problema (seccién 5) e introducir la
clasificacién general de algoritmos de la seccidn 6, objetivo fundamental del capitulo.

1.1 Introduccion

El concepto general de algoritmo es seguramente conocido por el lector. El Diccionario de la
Lengua Espaiiola de la Real Academia Espafiola define el término algoritmo como “conjunto
ordenado y finito de operaciones que permite hallar la solucién de un problema”. Bésicamente
un algoritmo es, entonces, una descripcion de cémo se realiza una tarea: la resolucién de un
problema concreto. Por procedimiento entendemos una secuencia de instrucciones tales que
hechas en el orden adecuado llevan al resultado deseado. Otra caracteristica que se desprende

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.
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de la definicién es que un mismo algoritmo puede resolver todos los problemas de una misma
clase. En un sentido general, la nocién de algoritmo no es exclusiva de la matematica. También
tienen una relaciéon muy préxima al algoritmo una receta de cocina, una partitura musical, una
guia turistica de una ciudad o un museo, un manual de instrucciones de un electrodoméstico,
etc.

El primer punto que se debe considerar es la identificacién de los problemas que resolve-
ré el algoritmo. Consideraremos problemas bien definidos y adecuados para ser solucionados
mediante el uso de computadores digitales. También se debe tratar de problemas que pueden
caracterizarse por su dimension. Para cada tamafio puede haber diferentes instancias del pro-
blema. Por ejemplo, si el problema considerado es la ordenacién de un conjunto de elementos,
la dimensién del problema seria la cardinalidad del conjunto y para una dimensién fijada se
pueden dar instancias diferentes que corresponderan al conjunto concreto de elementos que se
considere.

El algoritmo debe tener en cuenta el modelo abstracto dentro del cual tratemos el problema.
No usaremos el mismo modelo si tenemos que ordenar un conjunto de libros por temas que si
queremos ordenar un conjunto de nimeros naturales. El modelo, de hecho, es un inventario de
las herramientas a nuestra disposicién para tratar el problema y una descripcién de la manera
de usarlas.

Para la solucién del problema se tratard de codificar la instancia considerada para que
constituya la entrada del algoritmo. El algoritmo produce una salida que, una vez decodificada,
es la solucién del problema. Solucionar el problema quiere decir ser capaces de realizar este
proceso para cualquier tamafio e instancia del problema.

Habitualmente, los algoritmos se escriben pensando en el ejecutor o procesador del algo-
ritmo (méquina o persona). El procesador debe ser capaz de interpretarlo y de ejecutarlo. Si se
trata de una maquina, serd preciso que esté en su lenguaje especifico. De esta manera hay una
serie de pasos intermedios entre la descripcion del algoritmo y el programa final que lo ejecuta;
véase la figura 1.1.

Una caracteristica importante deseable para un algoritmo es su transportabilidad, conse-
cuencia de su generalidad, la cual debe permitir la adaptacion del algoritmo para que pueda ser
ejecutado por maquinas muy diferentes.

Podemos ahora precisar un poco mds el concepto de algoritmo: Ademds de estar cons-
tituido por una secuencia de operaciones que llevan a la resoluciéon de un tipo concreto de
problemas dentro de un modelo prefijado, en un algoritmo es preciso que se verifique:

Existencia de un conjunto de entradas. Debe existir un conjunto especifico de objetos cada
uno de los cuales son los datos iniciales de un caso particular del problema que resuelve
el algoritmo. Este conjunto se llama conjunto de entradas del problema.

Definibilidad. Cada paso debe ser definible de forma precisa y sin ninguna ambigiiedad.
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Persona o
Miquina Persona Maquina
Demostrador Miquina Compilador Maéquina
{ l L . l Programa en {
Problema Algoritmo d eﬁgua.Je ) lenguaje Solucién
e alto nive méquina
MUCHA transportabilidad POCA

Figura 1.1: Proceso de solucién de un problema mediante un algoritmo

Efectividad. Todas las operaciones a realizar en el algoritmo han de ser suficientemente basi-
cas para que se puedan hacer en un tiempo finito en el procesador que ejecuta el algorit-
mo.

Finitud. El algoritmo debe acabar en un niimero finito de pasos. Un método de cdlculo puede
no tener esta restriccion.

Correccion. El algoritmo debe ser capaz de encontrar la respuesta correcta al problema plan-
teado.

Predecibilidad. Siempre consigue el mismo resultado para un mismo conjunto de entradas.

Existencia de un conjunto de salidas. El resultado del algoritmo asociado al conjunto de en-
tradas.

También se consideran caracteristicas importantes de un algoritmo la claridad y la conci-
sion: Un algoritmo claro y breve resulta més sencillo de programar, a la vez que es mds sencillo
comprobar si es correcto.

Con esta definiciéon comprobamos que una receta de cocina no encaja totalmente con la no-
cion de algoritmo. La receta tiene un conjunto de entradas (ingredientes) y de salidas (el plato
guisado); las instrucciones pueden, en principio, hacerse efectivas (se supone que se dispone
de los utensilios convenientes—el hardware—y que el cocinero no es torpe); se verifica la fini-
tud, pero falla la definibilidad, ya que son ambigiias frases tipicas de una receta como ‘afiadir
una pizca de sal’, ‘revolver lentamente’, o bien, ‘esperar que se haya reducido el liquido’, y
también falla su predecibilidad.

Un mismo problema se puede resolver usando algoritmos diferentes. Los algoritmos po-
drén tener una complejidad diferente, la cual afectard al tiempo de ejecucién y a la ocupacién
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de memoria, y posiblemente se distinguirdn también por la exactitud de los resultados a que
llevan.

Consideremos, por ejemplo, el cdlculo del mdximo comin divisor de dos enteros. Recor-
demos que el maximo comun divisor, mcd, de dos enteros positivos es el entero positivo mds
grande que los divide. Por ejemplo med(225,945) = 45. Si alguno de los enteros es cero, el
mcd se define como el otro entero. Asi med(14,0) = 14 y med(0,0) = 0.

Un primer procedimiento para encontrarlo puede consistir en descomponer cada uno de
los niimeros en primos y considerar el producto de las potencias mds bajas de cada primo
comtin. En el caso de 180 y 380 escribiremos 180 = 22-3%.5 y 380 = 22-5-19 y por tanto el
med(180,380) = 22-5 = 20. Este método, si bien es el que se suele ensefiar en las escuelas,
es muy ineficiente cuando los nimeros considerados son grandes (mds de 5 digitos), dado
que la descomposicién en primos es dificil. El mismo problema puede ser resuelto, como
estudiaremos en la seccidn 4, usando el cldsico algoritmo de Euclides, que consiste en dividir
el nimero mas grande por el mds pequefio y retener el resto. De forma sucesiva se hace el
cociente del divisor y el resto anteriores hasta que el resto sea cero. En este caso, el dltimo
resto calculado diferente de cero es el maximo comun divisor de los dos nimeros iniciales.
Aplicdndolo al mismo ejemplo de antes: 380 dividido por 180 tiene por resto 20. 180 dividido
por 20 tiene resto cero. Asi, el midximo comun divisor de 380 y 180 es 20. M4s adelante
entraremos en detalle sobre el andlisis de algoritmos, el objetivo del cual es precisamente el
estudio y la comparacién de algoritmos.

Hay otros puntos en relacién a la algoritmica que son importantes pero en los cuales no
entraremos. Mencionemos en primer lugar la cuestién del disefio de algoritmos: ¢Existen
algoritmos para disefar algoritmos? ;Todo proceso tiene un algoritmo que lo describe? Este
tipo de cuestiones lleva a un drea importante: la teoria de la computabilidad. Otro aspecto es la
comprobacion de lo que realmente hace un algoritmo. Métodos como la especificacién formal
(por ejemplo, el Vienna Development Method o Z) son Ttiles para este tipo de estudios.

1.2 Algoritmos y maquina de Turing

La méquina de Turing no es un objeto fisico, sino un artificio matemético que nos proporciona
un modelo de computacién en el cual encuadramos el andlisis de nuestros algoritmos. Es
preciso decir que hay otros modelos igualmente vélidos, pero no tan comunes en la literatura.
Destacamos las mdquines de acceso aleatorio, mucho mds realistas que la de Turing en el
sentido que emulan en su estructura un ordenador real, véase por ejemplo [2] o [6]. Todos los
modelos son equivalentes, pero la maquina de Turing tiene un cardcter mds elemental que hace
mads sencillo comprender su aplicacion en el estudio de algoritmos.

Una mdquina de Turing consiste en un cabezal de lectura/escritura por el cual pasa una
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cinta infinita que puede moverse hacia adelante y hacia atrds. La cinta se encuentra dividida
en casillas que pueden estar vacias o llevar un simbolo de un determinado alfabeto. De hecho,
con un solo simbolo (ademds de la posibilidad de dejar la casilla vacia) es suficiente, ya que
cualquier otro alfabeto lo podriamos expresar en secuencias de este simbolo y casillas vacias.
En nuestro ejemplo, figura 1.2, se usa un solo simbolo (un cuadrado negro).

— —

Figura 1.2: Méquina de Turing

El cabezal se encuentra en cada instante en un estado concreto de entre un nimero finito
de estados posibles diferentes. La miquina funciona paso a paso y cada uno de los pasos
consiste en situar el cabezal delante de una casilla y, después de leer el contenido de la casilla,
realizar, de acuerdo con el resultado de la lectura y el estado interno de la mdquina, las tres
acciones siguientes: borrar la casilla y dejarla vacia, o bien, escribir un simbolo que puede
ser el mismo que habia antes, pasar a un nuevo estado (que puede ser el mismo) y finalmente
mover la cinta una casilla en una de las dos direcciones posibles, o bien, acabar el cémputo.
La conducta global de la maquina viene determinada por un conjunto de instrucciones, las
cuales indican, para cada posible estado y simbolo leido, las tres acciones que es preciso hacer.
Si se han de dar datos iniciales, éstos se escriben en la cinta de acuerdo con el sistema de
codificacion considerado. El cabezal se sitda en la casilla inicial y, una vez se acaba el computo,
la maquina entra en un estado especial de parada y deja de funcionar. La posible respuesta se
encontrard escrita en la misma cinta a partir de la posicién donde se encuentre el cabezal. Cada
instruccion se puede representar con una quintupla (e,,s4;¢€4,5q4,m), donde e, indica el estado
de la mdquina cuando se lee el simbolo s,, y ¢4 es el estado de la miquina después de dejar
escrito el simbolo s, en la casilla procesada y mover la cinta a la derecha o la izquierda segin
indica m.

Ya que tanto el conjunto de estados como el de simbolos es finito, cualquier cémputo puede
ser especificado completamente por un conjunto finito de quintuplas. Supongamos también que
el computo es deterministico en el sentido que, dados el estado de la maquina y el simbolo de
la cinta antes de cualquier accién, existe una quintupla que determina el nuevo estado de la
madquina, el simbolo a escribir en la cinta y el movimiento que debe hacer. Se suele decir
entonces que la mdquina de Turing es determinista.

Gracias a la mdquina de Turing, un algoritmo puede ser definido de forma precisa como
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una secuencia de instrucciones que determina totalmente la conducta de la miquina para la
resolucion del problema considerado. La llamada hipdtesis de Church—Turing dice que todo
algoritmo puede ser descrito (o implantado) en una maquina de Turing.

Ejemplo 1.1. En este ejemplo, el alfabeto que se usara tiene un solo simbolo, el 1. Los enteros
positivos se representan por una secuencia de unos. El nimero total de unos es el entero consi-
derado (representacidn unaria). La maquina tiene cinco estados posibles etiquetados 0,1,2,3 y
A (el estado especial de parada). El programa tiene por objeto determinar si un cierto entero es
par o impar. Si es par, la mdquina escribird un 1 y se parard. Si es impar dejard la casilla vacia
y también se parard. La salida del programa, 1 o vacio, se encontrard en la cinta a continuacién
del entero con una casilla vacia como separador. Se supone que el cabezal se encuentra, en el
momento de iniciar la computacién, sobre el primer digito del entero, y que el resto de digitos
estan a la derecha de éste. La figura 1.3 especifica las quintuplas que forman el conjunto de
instrucciones y la accidn del programa. Si la entrada es el entero 4 (1111 en la notacién unaria
empleada), D y E expresan el movimiento de la cinta hacia la derecha o la izquierda, el simbolo
* indica la irrelevancia de expresar el contenido de la posicién correspondiente de la quintupla
y el stmbolo b indica que la casilla estd en blanco. La posicion del cabezal viene dada por la
flecha.

O TOLMIL LT L estadoo
@ TN [ [ ] estadot
oD @ TOONNL T esadoo
(16200) ) TTAANTTTTT ool
el (o) IO LTI esadoo
© T T T T T estado
7 [1]t]1]1]1] \'\ [ | parada

Figura 1.3: Conjunto de intrucciones y ejecucién de un programa para determinar la paridad
del entero 4 en una miquina de Turing

Ejemplo 1.2. El conjunto de instrucciones de la figura 1.4 describe una implantacién del al-
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goritmo de Euclides en una maquina de Turing. Se supone que los dos enteros estdn escritos
en la cinta en representacion unaria y separados por una casilla vacia. El cabezal se encuentra,
en el momento de iniciar el cémputo, sobre esta casilla. Se deja al lector la comprobacion de

su funcionamiento.

(0,b;0,b,D) (0,1;1,1,E) (1,b;2,1,D) (1,1;1,1,E)
(2,b;10,b,D) (2,1;3,b,D) (3,b;4,b,D) (3,1;3,1,D)
(4,b;4,b,D) (4,1;5,b,D) (5,b;7,b,E) (5,1;6,1,E)
(6,b;6,b,E) (6,1;1,1,E) (7,b;7,b,E) (7,1;8,1,E)
(8,b;9,b,E) (8,1;8,1,E) (9,b;2,b,D) (9,1;1,1,E)
(10,b;A,b, *) (10,1;10,1,D)

Figura 1.4: Conjunto de intrucciones que describen la implantacién del algoritmo de Euclides
en una méquina de Turing

1.3 Lenguaje algoritmico

Un algoritmo puede ser expresado o formulado de maneras muy diferentes. Podemos usar
Unicamente el idioma habitual o emplear presentaciones grificas mds o menos complicadas
e independientes de un lenguaje natural como, por ejemplo, un diagrama de flujos. Muy a
menudo se usan metalenguajes que combinan una descripcién en un lenguaje natural con unos
simbolos o palabras clave que expresan algunas de las acciones bien definidas que es preciso
efectuar.

De hecho, y pensando en el ejemplo de la receta de cocina, ésta equivaldria al algoritmo,
pero podria ser escrita en cataldn, francés o ruso (diferentes lenguajes de ‘programacion’), a
pesar que el resultado obtenido, por ejemplo un pastel, seria equivalente fuera cual fuese el
lenguaje empleado. Por otra parte, aunque en una receta de cocina no se acostumbra a usar un
metalenguaje, si que se suele presentar de forma estructurada ordenando los ingredientes uno
bajo el otro, indicando claramente los diferentes pasos, etc.

En este libro usamos esencialmente el lenguaje natural con algunas palabras y simbolos
que tienen el papel de metalenguaje. La indentacion del texto también es importante y permite
distinguir las diferentes partes y estructuras del algoritmo. La tabla 1.1 muestra algunos de los
principales elementos de este metalenguaje.

Nos hemos decidido por esta aproximacidn, porque al mismo tiempo que permite dar una
cierta estructura visual al algoritmo que facilita su lectura y su comprension se evita la comple-
jidad a que lleva muy a menudo un diagrama de flujos. Al mismo tiempo es suficientemente
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Tabla 1.1: Principales elementos de la notacién algoritmica que se usa en este libro

Asignacion
variable < expresion
El valor de expresion pasa a ser el nuevo valor de variable.
Decision
Si condicion entonces hacer instruccion; si no hacer instruccion,
Si es cierta la condicion se ejecuta la instrucciony, si no se ejecuta la instruccion;.
Repeticion
Hacer instruccion, .. .instruccion, hasta que condicion

Hasta que sea cierta la condicion se ejecutan todas las instrucciones desde instruccion
hasta instruccion,,.

También hay otras maneras de hacer la repeticion:
Para variable = val,,;ci, hasta vals,, hacer instruccion ...instruccion,.

Repetir valgqg — valipicia veces la ejecucion de todas las instrucciones desde instruccion
hasta instruccion,,.

Repetir hasta condicion instruccion; ... instruccion,

Repetir, hasta que sea cierta condicion, todas las instrucciones desde instruccion; hasta

instruccion,,.
Mientras condicion hacer instruccion; . .. instruccion,,

Repetir, mientras sea cierta condicion, todas las instrucciones desde instruccion| hasta

instruccion,,.
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concreto para poder ser ejecutado con facilidad. Todos los algoritmos que se describen en es-
te libro, de hecho, tendrian que poderse programar sin demasiadas dificultades en cualquier
lenguaje estructurado de alto nivel como C o Pascal.

Finalmente, un elemento importante en el lenguaje algoritmico y que usamos a menudo
es la recursividad. Los algoritmos que consideramos usualmente son por su propia definicién
iterativos (se encaminan hacia la solucién paso a paso). Un algoritmo se llama recursivo si
se define a si mismo. En un algoritmo iterativo, una parte de él puede ejecutarse diversas
veces (por ejemplo, en una estructura repetitiva); sin embargo, en un algoritmo recursivo se
realiza la reejecucion del algoritmo completo desde el comienzo (normalmente con un conjunto
diferente de entradas). También usaremos a veces procedimientos que se pueden considerar
como algoritmos y que se llaman desde dentro del algoritmo principal. Légicamente pueden
existir procedimientos recursivos; por extension también se llama algoritmo recursivo aquel
que contiene algiin procedimiento recursivo.

1.4 Analisis de algoritmos

Para resolver un problema determinado y una vez decidido el modelo para el tratamiento del
problema, pueden existir diversos algoritmos. EI andlisis de algoritmos es entonces esencial
para la realizacién practica y eficiente del algoritmo, como por ejemplo su programacion en
un ordenador. Siempre es de interés perfeccionar el método de resolucién de un problema alla
donde signifique un esfuerzo menor y, si tenemos en cuenta la figura esquemadtica del proceso
que nos lleva del problema a la solucién (Fig. 1.1), l6gicamente serd mds sencillo mejorar el
algoritmo que la codificacion en lenguaje miquina.

Una manera de comparar dos algoritmos que resuelven un mismo problema podria ser re-
presentarlos en un determinado lenguaje de programacién, encontrar la solucién al problema
usando el mismo ordenador y medir el tiempo que tardan en encontrar la solucién. Como el
tiempo que tarda el ordenador en encontrar la solucién es proporcional al nimero de opera-
ciones elementales que este debe efectuar (sumas, productos, etc.), se suele llamar tiempo de
ejecucion a este nimero de operaciones.

De los diferentes pardmetros que caracterizan un algoritmo, uno de los que nos puede inte-
resar mds es precisamente el tiempo, o nimero de operaciones bdsicas que necesita el algoritmo
para solucionar el problema en funcién del tamaiio de la entrada. Otro pardmetro que a veces se
considera es el espacio de memoria que necesita el algoritmo para su ejecucién. Como normal-
mente estaremos mds interesados en la rapidez que en el almacenamiento en memoria, cuando
analizemos un algoritmo estudiaremos, si no se dice lo contrario, el tiempo de ejecucién.

Estos dos pardmetros, asi como también la misma comparacién de algoritmos, mantienen
su sentido y son perfectamente tratables en el contexto de la miquina de Turing: La comple-
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jidad temporal de una médquina de Turing determinista en funcién del niimero de casillas que
ocupa la entrada vendra dada, en este caso, por el niimero maximo de pasos que puede llegar a
hacer la maquina considerando todas las posibles entradas del mismo tamafio. La complejidad
espacial viene dada por la distancia mdxima—en nimero de casillas—que puede desplazarse
la cinta por delante del cabezal a partir de la casilla inicial.

Ademéds, por ejemplo, si un cierto algoritmo tiene una complejidad temporal polinémica en
términos de una maquina de Turing, mantiene la complejidad polinémica usando argumentos
mds informales basados en el niimero de operaciones. Por esta razén usaremos habitualmente
esta manera de analizar la eficiencia de un algoritmo para evitar la carga que supone trabajar
con méquinas de Turing.

Vamos a verlo en un ejemplo: Consideremos dos posibles algoritmos para el célculo de x"
donde x es un real y n un natural. El primero simplemente va haciendo un bucle acumulando
el producto de x por si mismo 7 veces:

Entrada: x: real, n: entero.
Algoritmo x"*, (1)
1. y«1.0,i<0
2. yyx,i+i+1
3. Sii=n entonces salir
sino ir al paso 2
Salida: y.

10000 " este algoritmo efectuard 10000 veces el

Observemos que, si calculamos por ejemplo x
bucle principal.

El segundo algoritmo es conceptualmente mds complicado. Para calcular x" usa la re-
presentacién binaria de n para determinar cuales de las potencies x,x%,x*,... son necesarias
para construir x" y asi considerar sélo su producto. Usa dos operadores, and y shr, que
muchos lenguajes de programacion tienen incorporados. El primero actda bit a bit sobre
la representacién binaria de los dos enteros considerados y retorna el entero que resulta de
tomar 1 si los dos bits son 1 y O en cualquier otro caso. Por ejemplo: 923 and 123 =
1110011011, and 0001111011, = 0000011011, = 27. El segundo desplaza, en la reprenta-
cién binaria, todos los digitos una posicién hacia la derecha afiadiendo un O a la izquierda
y pierde el digito de la derecha. Equivale a hacer la divisién entera por 2. Por ejemplo:

shr 235 = shr 11101011, = 01110101, = 117.

Entrada: x: real, n: entero.
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Algoritmo x"*, (2)
1. y« 1.0,z x.
2. Si(nand 1) # 0 entonces y < yz.
3. z¢+2zz
4. n<+ shr n
5. Sin # 0 entonces ir al paso 2.
Salida: y.

Aplicdndolo también para calcular x'%%° y como 10000 = 10011100010000,, es decir, tiene
14 digitos binarios, el algoritmo sélo hace 14 veces su bucle principal. Asi, en general, el
primer algoritmo efectia un nimero de pasos aproximadamente igual a n, mientras que, para
el segundo, el nimero de pasos es proporcional al nimero de digitos que tiene n representado
en binario (log, n). El segundo algoritmo necesita un tiempo de ejecucién mucho menor que el
primero para conseguir el mismo resultado.

En este punto conviene introducir una notacién util para estimar la eficiencia de los algo-
ritmos. Cuando describimos que el ndmero de operaciones, f(n), que efectda un algoritmo
depende de n, se pueden ignorar contribuciones pequefias. Lo que es preciso conocer es un
orden de magnitud para f(n) vdlido para todo n salvo, quizd, un nimero finito de casos espe-
ciales. Asi:

Definicion 1.3. Sea f una funcién de N en N. Decimos que f(n) es O(g(n)) si existe una
constante k positiva tal que f(n) < kg(n) para todo n € N (salvo posiblemente un nimero finito
de excepciones).

Con esta notacion se dice que el primer algoritmo para el cdlculo de x" es O(n) y el segundo
O(logn).
Podemos ahora dar los pasos que es preciso efectuar en el andlisis de algoritmos:

1. Describir el algoritmo de forma precisa.
2. Definir el tamafio n de una instancia caracteristica del problema.

3. Calcular f(n), nimero de operaciones que efectiia el algoritmo para resolver el problema.

De hecho, incluso para un mismo tamafio de datos n, el algoritmo puede tener, como vere-
mos, comportamientos muy diferentes dependiendo de la instancia considerada. En este caso
serd preciso hacer tres tipos diferentes de andlisis:

1. Andlisis del caso mds favorable: Qué rapidez posee el algoritmo bajo las condiciones
més favorables.
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2. Andlisis del caso medio: Cudl es el rendimiento medio del algoritmo considerando to-
dos los posibles conjuntos de datos iniciales (normalmente asumiendo que todos son
igualmente probables).

3. Andlisis del caso mas desfavorable: Qué rapidez posee en el peor caso (es decir, para
datos de entrada que hacen que el algoritmo tenga el peor rendimiento).

La primera opcién no suele ser demasiado util. La segunda es, en general, complicada de
calcular y podria ser poco significativa si muchos de los conjuntos de datos afectan poco o
son improbables en la practica. El estudio del caso mds desfavorable acostumbra a ser el mas
utilizado. De todas maneras es preciso tratarlo, teniendo presente siempre el problema que se
esta solucionando.

Vamos a utilizar nuevamente el algoritmo de Euclides para ilustrar ahora el andlisis de
algoritmos. Este algoritmo, como bien sabemos, encuentra el maximo comun divisor de un par
de nimeros enteros positivos.

La recursion juega un papel importante en el algoritmo de Euclides. El punto esencial estd
en el hecho de que cualquier factor comtin de m y n lo es también de m — n, y también que
cualquier factor comdn de n'y m —n lo es de m, ya que m = n+ (m —n). Asi med(m,n) =
mcd(m — n,n).

Consideremos los enteros m y n'y vamos a encontrar su mcd. Supongamos que dividiendo
m por n encontramos un cociente g; y unresto ry, es decir, m =nq; +rycong; >0y0<r <n.
Como r; = m — nqy, aplicando ¢; veces este razonamiento, obtendremos que mcd(m,n) =
mcd(n, ;). Repitiendo el proceso encontramos:

nq; +n 0 < rn<n
n = rq+n 0 < m<n
rn = nqg+n 0 < mm<n
-1 = @it 0 < g <ne
e = Tir19k+2
Y por tanto:
mcd(m,n) =mcd(n,r;) =med(ry,r) =+ =med(rg, res1) = ret1

Por ejemplo, los restos sucesivos que encontramos cuando se calcula el med de 315 y 91
son 42 y 7 y entonces mcd(315,91) =7.
Dar el algoritmo es ahora directo:
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Entrada: m,n: enteros.

Algoritmo Euclides
1. Dividir m por n. Sea r el resto (0 < r < n).
2. Sir =0 entonces salir.
3. m<n,n<r. Iralpaso 1.

Salida: n.

Analizaremos este algoritmo estudiando el peor caso. Este pasard cuando en cada paso decrece
minimamente la sucesién. Asi comencemos por el final: El dltimo valor serd 0. El penultimo
1. Ahora tiene que seguir el valor mds pequeiio tal que dividido por 1 dé O de resto: 1. A
continuacién el valor més pequeio que dividido por 1 dé 1 de resto: 2. La sucesién que
construimos sera:

0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,55,89, 144, ...

Curiosamente, esta sucesién es la conocida sucesion de Fibonacci'

. El peor caso para el
algoritmo de Euclides corresponde, entonces, a considerar dos nimeros de Fibonacci suce-
sivos. Procuremos estimar el orden del algoritmo observando la sucesién: Si los enteros
iniciales considerados son los primeros términos de la sucesién, con 2 digitos son precisos
6 pasos, y con 3 digitos son precisos 12 pasos, para 100 digitos son precisos unos 500 pa-
sos. Asi vemos que es de orden aproximadamente igual al nimero de digitos de los enteros
afectados. Para n grande, podemos ver facilmente que el nimero medio de iteraciones para
calcular mcd(m,n) es O(logn). En efecto, usando que el nimero de Fibonacci, nimero k es
n=F = (((1+v5)/2)* - ((1-+/5)/2)%)/v/5—seccién 4.3—, y considerando k grande, en-
tonces n es proporcional a ((1+v/5)/2)¥. Tomando logaritmos vemos que k = O(logn) vy,
como k es precisamente el indice del niimero, n es por tanto la cantidad de pasos a efectuar
cuando se aplica el algoritmo.

El andlisis resultard mds sencillo en el caso del algoritmo de resolucién de un problema que
es en cierta manera clasico: el problema de las torres de Hanoi. Este juego, propuesto en 1883
por el matemdtico francés Edouard Lucas, consiste en tres palos, uno de los cuales contiene
un nimero determinado de discos de diferentes tamafios puestos uno sobre el otro de mayor a
menor. Se trata de pasar todos los discos a otro palo, dejandolos también de mayor a menor, y
de acuerdo con las reglas:

1. En cada movimiento sélo se puede mover el disco de arriba de un palo a otro.

2. No se puede poner un disco sobre uno de didmetro mas pequefio.

1Véase el capitulo 4.
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14 MATEMATICA DISCRETA

El problema consiste en presentar un algoritmo 6ptimo para resolver el problema dando el
nimero de movimientos que es preciso hacer.
Comenzaremos proponiendo un algoritmo recursivo.

Entrada: N_discos,Palo_inicial, Palo_ final
Algoritmo HANOI

Procedimiento H(n,r,s). [Mueve n discos del palo r al s]
Si n = 1 entonces mueve un disco de r a s.
sino hacer H(n— 1,nt) [t es el palo que no es ni r ni ]
mueve un disco de ra s [S6lo queda el de abajo de todo]
H(n—1,t,s)
1. H(N_discos,Palo_inicial,Palo_final) [Llamada principall

Salida: Los movimientos que se van haciendo.

La figura 1.5 muestra graficamente cémo se ejecuta el algoritmo.

Figura 1.5: Resolucién del problema de las torres de Hanoi en el caso de tres discos

Para estudiar su eficiencia vamos a determinar el total de movimientos i(n) que efectia
el algoritmo cuando hay n discos en el palo p; y los queremos pasar al palo p3. Esta claro
que A(1) = 1. El algoritmo dice que, si n > 1y suponiendo que los discos dy,dy,... ,d, (d,
es el de abajo de todo) estdn en el palo p;, lo que es preciso hacer es pasar los n — 1 discos
dy,dy,...,d,— al palo p; (esto son h(n — 1) movimientos), después pasar d, a p3 y finalmente
pasar los n — 1 discos de p, a p3. El nlimero total de movimientos ser4:

h(n) =2h(n—1)+1, n>=2

Solucionar esta ecuacion recursiva no es dificil y, de hecho, en el capitulo 4 se tratardn métodos
para resolver este tipo de ecuaciones. Aqui veremos cémo podemos encontrar 4(n) por induc-
cién. Observemos primero que 4(0) =0, A(1) =1, h(2) =3, h(3) =7, h(4) = 15, h(5) = 31,
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1 Algoritmos 15

etc. Esto nos sugiere que quizd h(n) = 2" — 1. Demostrémoslo. Supongdmoslo cierto para
n— 1, es decir, que es cierto que i(n— 1) = 2"~! — 1. Demostraremos que es cierto para . En
efecto:

h(n) =2h(n—1)+1=202""—1)+1=2"~1

En cuanto al comportamiento del algoritmo, resulta que, tal como se ha planteado el problema,
el mejor caso coincide con el peor y con el medio. Asi, el algoritmo es O(2"). Si lo hiciésemos
a mano, y moviésemos 1 disco por segundo, en el caso de 8 discos tendriamos que hacer 255
movimientos y tardarfamos unos 4 minutos. Suponiendo un movimiento cada microsegundo,
para mover 60 discos harfan falta 36600 afios. Ya vemos, entonces, que un andlisis de este
algoritmo nos lleva a detectar un comportamiento fundamentalmente diferente al del algorit-
mo de Euclides. Finalmente, y para este algoritmo, podemos tratar también la cuestién de la
complejidad y demostrar que no es posible encontrar un algoritmo que resuelva el problema
con menos movimientos. Supongamos que /() sea el nimero minimo de movimientos para el
algoritmo mejor posible. Consideremos la relacién entre i(n+ 1) y h(n). Para el caso con n+ 1
discos, el disco de abajo de todo se tendrd que mover en algiin momento. Antes de hacerlo,
los otros n discos habran de estar en uno de los otros palos. Esto quiere decir que al menos
se habran hecho /(n) movimientos y, similarmente, cuando se haya cambiado de sitio el disco
de abajo, se tendrdn que hacer al menos A(n) movimientos mas para poner el resto de discos
encima de él. Por tanto /(n+ 1) debe valer como minimo 2/(n) + 1. Dado que, 16gicamente,
h(1) = 1, resulta de la ecuacién tltima que /(n) > h(n) para todo n. Asi, h(n) es el nimero de
movimientos para el mejor algoritmo.

1.5 Comparacion de algoritmos

En la seccién anterior hemos visto como es posible estudiar el comportamiento de un algoritmo
y encontrar su complejidad temporal (o espacial) en funcidn del tamafio de los datos de entrada.
Dada, por ejemplo, la relacién directa que hay entre la complejidad temporal de un algoritmo
y el tiempo de cdlculo de su implantacién, podemos ver facilmente qué tipo de problemas son
tratables en la practica. Si usdsemos una maquina que realizase una operacién bdsica cada
microsegundo, podriamos escribir la tabla 1.2.

Observar que, aunque mejoremos mucho la rapidez de las maquinas, la tabla no se modifica
esencialmente. Suponiendo que lleguemos a tener en un futuro préximo maquinas 1000 veces
mads rdpidas, esto simplemente significaria dividir por 1000 los valores de la tabla, cosa que,
evidentemente, no afecta el comportamiento asint6tico. Es mds importante, entonces, conse-
guir buenos algoritmos para que ninguna instancia del problema conlleve una resolucién con
un tiempo superior al polinémico.
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Tabla 1.2: Tiempo de célculo segtin la complejidad (una instruccién por microsegundo)

n=10 n=20 n =40 n=060 n = 1000

n | 0.00001 s 0.00002 s 0.00004 s 0.00006 s 0.001 s
n? | 0.0001 s 0.0004 s 0.0016 s 0.0036 s 1s

n3 0.001 s 0.008 s 0.064 s 0.216s 17 m
2" 0.001 s 1s 12.7 dias 36 534 anos

Cromagnon
n!'| 3.629s 77094 afos 2.6 10%* afios 2.6 10 afios
Neanderthal Edad del Universo
1.5 100 afios

Asi pues, la eleccion del algoritmo es una parte esencial asociada también a su andlisis. Para
ilustrar este hecho dedicaremos esta seccién a comparar diversos algoritmos de ordenacién de
listas. El objetivo de los algoritmos es ordenar una lista de elementos de un conjunto seguin la
relacion de orden que hay. Esto incluye la ordenacién alfabética de nombres, la ordenacion de
reales, etc.

El primer algoritmo considerado es el llamado algoritmo de insercion. Consiste en ir con-
siderando uno a uno los elementos de la lista, a partir del segundo, e insertarlos en la posicién
que les corresponda comparando con los anteriores hasta encontrar su sitio.

Entrada: Una lista, L = {a;,ay,... ,a,}, con n elementos no ordenados.
Algoritmo INSERCION
Parai =2 hastan
tmp < a;
ji—1
repetir hasta que j =0 o bientmp > n;
Njt1 < n;j
jei-1
njiy < tmp
Salida: La lista L ordenada.

El nimero de comparaciones que efectia el algoritmo es el aspecto critico en su andlisis. En
el caso peor, cuando la lista esté ordenada al revés, serdn precisas 1 +2+3+---4+ (n—1) =
n(n—1)/2 comparaciones, esto es, un polinomio O(n?) en el tamafio de entrada.
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(Cudl es el nimero de comparaciones en el caso medio? El algoritmo de insercion es pre-
cisamente uno de aquellos casos en que el andlisis del caso medio no es mucho maés dificil de
efectuar que el andlisis del peor caso. Es preciso en primer lugar encontrar el valor medio de
la posicidn en la cual insertar el elemento ¢;, ya que esto nos da el nimero medio de com-
paraciones para cada i. Consideremos que todas las i! posibles ordenaciones son igualmente
probables. Con esto, la posicién donde insertar @; puede ser cualquiera entre la primera (a; es
menor que cualquiera de los i — 1 valores ya ordenados) y la i (a; es més grande que a;_1). Si
el sitio correcto donde insertar a@; es la posicién j, entonces la cantidad de comparaciones es
i—j+1donde j=2,3,...,i. Sia;se tuviese que insertar en la posicién j = 1, entonces el
ntimero de comparaciones es i — 1. El nimero medio de comparaciones resulta ser:

i—1

i
i1+ Y (i—j+) ] = < |i-1+Yk
j=2

~ =

i

N =
+
\e]

Para encontrar el nimero total de comparaciones sélo es preciso sumar esto entre 2 y n'y
encontramos finalmente:
1 [n(n +1) 1]
2 2

Otro algoritmo O(n?) es el algoritmo de burbujas. Este algoritmo es simple de describir. La
idea es pasar por la lista intercambiando dos elementos sucesivos si estdn en orden incorrecto.
Al final de la primera pasada, el elemento més grande quedard situado en el sitio correcto. Se
hace ahora otra pasada y serd el segundo mds grande el que se situard en su sitio. En total
serdn precisas n — 1 pasadas para conseguir ordenar la lista. También vemos que en la segunda
pasada no es preciso llegar al final, s6lo es preciso considerar los n — 1 primeros elementos.
Andlogamente, n — 2 en la tercera, etc. El nimero total de comparaciones es el mismo que con
el algoritmo de insercién. El nombre del algoritmo proviene de la asociaciéon con el hecho de
que en cada pasada el elemento mayor se va desplazando hacia un extremo como si fuese una
burbuja dentro de un liquido que subiese a la superficie.

Otro algoritmo conocido de ordenacién es el algoritmo mergesort. Es un ejemplo cldsico
de la técnica algoritmica conocida como dividir y vencer. La idea consiste en dividir la lista
en dos por la mitad y ordenar cada mitad recursivamente. Al final se combinan las dos listas
manteniendo el orden creciente.

Damos primero el algoritmo de combinacion de listas:
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Entrada: Dos listas L; = {ay,an,...,a,} y Lo ={b1,by,... ,bs}

Algoritmo COMBINA(L1,L,) [Ly v L, tienen r y s elementos ordenados]
1. i+ 1,j< 1, k<« 1.
2. 2.1. Sia; <bjhacerc, < a; ySii <rhaceri<i+1.

sino hacer ¢, < b; y Si j < s hacer j < j+1
2.2. Sii=rhacera, < b;ySij=sfer b+ a,.

3. k+k+1.
4. Sik < r+ s volver al paso 2.
Salida: La lista ordenada L = {cy,c2,... ,Cris}-

El algoritmo MERGESORT de ordenacién de listas para el caso de una lista de naturales viene
dado por:

Entrada: Lalista L = {g;,di;1,...,a;} con n naturales.
Algoritmo MERGESORT
1. Si L tiene un sélo elemento la lista esta ordenada. Salir.

2.k« |H].
Ly < {aj,aiy1,... ,ar}.
Ly < {ars1,0142,. .. ,a;}.
3. Ordenar por separado L; y L, usando MERGESORT. [1lamada recursival

4. L< COMBINA(L;,Ly).
Salida: La lista ordenada L.

Podemos estudiar un poco la complejidad de este algoritmo. Para la etapa de combinacién
de listas se hacen n — 1 comparaciones. Asi, el total de pasos vendra dado por
n n
M(n)=m(|3 ) +m(|5))+n-1, m(1)=0
Se trata, como en el caso de las torres de Hanoi, de solucionar esta ecuacién recursiva. La
estudiaremos en el caso en que n sea una potencia de 2. De entrada, cambiamos n — 1 por
n (encontramos una cota superior, de todas maneras n — 1 correspondia al caso peor de la

combinacién de listas). Como n = 2, introduciendo m(k) = M(2¥) la ecuacién nos quedara:
m(k) =2m(k—1)+2%  m(0) = 0. Esta ecuaci6n es ficil de resolver.
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Ejercicio 1.4. Demostrar por induccién que la solucién de la ecuacion
m(k) =2m(k—1)+25  m(0)=0
es m(k) = k2.

Asf resulta que el niimero total de pasos es M(n) < nlogn. No es dificil de ver que este
resultado es vélido para cualquier n aunque no sea una potencia de 2. En resumen, estamos
ante un algoritmo de ordenacién O(nlogn). Un inconveniente del algoritmo es la ocupacion
de memoria. Observad que en la etapa de combinacién se crea una nueva lista del mismo
tamafio que la inicial (de hecho puede ser modificado per evitar esto, a costa de aumentar su
complejidad).

Finalmente presentamos el algoritmo quicksort. También es de la familia de algoritmos de
dividir y vencer. Mientras en el algoritmo anterior se trata de partir la lista lo mas exactamente
posible, ahora lo que se hace es partirla creando nuevas listas de forma que una sublista tenga
elementos inferiores o iguales a la otra.

Entrada: Lalista L = {a;,ay,...,a,} de n naturales.
Algoritmo QUICKSORT
1. Si L tiene un solo elemento la lista estd ordenada. Salir.
2. Considerar a; el primer elemento de la lista.
3. Separar el resto de la lista en dos sublistas L; y L
de forma que L; contiene los elementos anteriores a a; y L, los posteriores.
4. Ordenar por separado L y L, con QUICKSORT.  [llamada recursival
5. Concatenar la primera lista, el elemento a; y la segunda lista.
Salida: La lista ordenada L.

Ejercicio 1.5. Escribir un algoritmo para separar una lista de acuerdo con el paso 3 del algo-
ritmo QUICKSORT.

Se puede ver que QUICKSORT tiene una complejidad temporal—nimero de comparacio-
nes—O(nlogn) (como MERGESORT). ;Cudl de los dos es preferible?

1. El peor caso de QUICKSORT se sabe que es de orden mds grande que el peor de MERGE-

SORT. En general, los casos peores son poco probables. Asi, este aspecto lo hemos de
tener en cuenta, pero no es decisivo.
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2. La utilizacién de la memoria en QUICKSORT es de orden n, mientras que en MERGE-
SORT es de 2n. Esta es una cuestién importante si queremos emplear ordenadores pe-
quefios para tratar grandes cantidades de datos.

3. Si se hace un andlisis de la complejidad temporal para el caso medio, el factor resultante
se inclina ligeramente a favor de MERGESORT. Si tenemos en cuenta que el movimiento
de elementos de la lista no ha sido contado (s6lo las comparaciones), en la prictica
resulta que QUICKSORT es mds rapido.

Con este estudio se ha pretendido mostrar que el andlisis de algoritmos puede ayudar de
forma importante en el disefio de un algoritmo para la resolucién de un problema concreto.
Sin embargo, como veremos mds adelante, hay problemas que son intrinsecamente dificiles
de tratar y para los cuales no se conocen algoritmos eficientes. Ser capaz de identificarlos y
conocer sus limitaciones también serd de utilidad.

1.6 Clasificacion de algoritmos

Para poder discutir de una forma abstracta y general la eficiencia de diferentes algoritmos en
la solucién de problemas y asi poder hacer una clasificacion, es preciso en primer lugar hacer
una consideracion sobre los tipos de problemas que se nos pueden plantear:

e Problemas de biisqueda: Encontrar una cierta X en los datos de entrada que satisfaga la
propiedad P.

e Problemas de transformacién: Transformar los datos de entrada para que satisfagan la
propiedad P.

e Problemas de construccion: Construir un conjunto C que satisfaga la propiedad P.
e Problemas de optimizacién: Encontrar el mejor X que satisface la propiedad P.
e Problemas de decision: Decidir si los datos de entrada satisfacen la propiedad P.

Para una discusion abstracta sobre la posibilidad de resolver problemas mediante algorit-
mos eficientes, resulta conveniente reformularlos en términos de problemas de decisién, en el
sentido de buscar una respuesta del tipo si/no. Esto nos permitird poder comparar problemas
muy diferentes. Por ejemplo, el problema de multiplicar dos enteros (dados x e y, ;cudl es el
valor de su producto?) puede presentarse también como: Dados los enteros x, y y z, ;es cierto
que xy =z?

Un problema de decision se dice que es de tipo P si para su resolucién son precisos al-
goritmos que realicen un nimero de operaciones bésicas O(p), donde p es un polinomio en
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el tamafo del problema. Hay un tipo de problemas especialmente dificiles de tratar. Son los
llamados NP, que quiere decir no deterministico polinomico. Estos problemas pueden ser re-
sueltos en tiempo polindémico con una maquina de Turing no determinista 0 MTND, que puede
ser definida como un conjunto de MTD procesando la cinta en paralelo. En este caso, la com-
plejidad temporal en funcién de la longitud n de la entrada viene dada por el nimero de pasos
maximo que puede hacer, considerando todas las posibles entradas de longitud n y tomando
como tiempo correspondiente a una entrada el de la miquina de Turing determinista que ha
tardado menos que todas las que computaban en paralelo. Una solucién de un problema NP
puede ser comprobada en tiempo polinémico.

Para muchos problemas NP se conocen cotas lineales eficientes, sin embargo las cotas
conocidas para el caso peor son exponenciales.

Los problemas tipo P se incluyen claramente en el conjunto de problemas tipo NP. Una
controversia conocida en el mundo de la algoritmica es si P es igual a NP. Se piensa que
P # NP. El hecho que esta cuestion sea dificil de responder reside en la dificultad de probar
que un problema no se puede resolver en tiempo polindmico. Para esto seria preciso considerar
todos los posibles algoritmos de resolucién y demostrar que todos ellos son ineficientes.

Se dice que un problema de decision X se puede transformar polindmicamente en otro
problema de decisién Y si, dadas entradas A y B, que pueden construirse una de la otra en
tiempo polinomial respecto del original, A hace que X tenga respuesta afirmativa si y solamente
si B hace que Y tenga respuesta afirmativa. Con esta nocién se puede introducir la definicién de
problema NP-C (NP-completo). Un cierto problema X es del tipo NP-C si, ademas de ser NP,
todos los otros problemas NP se pueden transformar en X polindmicamente. Se demuestra [4]
[7] que, si se sabe resolver de forma eficiente uno de los problemas NP-C, quedan resueltos
todos. De la misma manera, si se demuestra que uno cualquiera de los problemas de esta
categoria no es tratable, todos los otros tampoco lo son.

Finalmente conviene comentar que, a pesar de la dificultad de dar algoritmos eficientes
para la solucién general de problemas del tipo NP-C, se conocen buenos métodos heuristicos
que llevan a soluciones cuasi-Optimas. Asi, en el capitulo 7 se presentaran algunos de ellos.

Notas historicas y bibliograficas

Aunque las primeras referencias escritas de algoritmos son de los griegos (por ejemplo, el al-
goritmo de Euclides, Elementos, libro 7, prop. 1-2), el nombre tiene origen en el matematico
persa Abu Kha’far Muhammad ibn Musa Abdallah al-Hwarizmi al-Madjusi al-Qutrubulli, na-
cido en Hwarizm (Urgen¢, Uzbekistdn) hacia el afio 780 y que trabajé gran parte de su vida
en Bagdad. Asi, la palabra algoritmo en realidad viene del nombre del pueblo donde nacid
este matemdtico, mds conocido por su obra Kitab al-jabr wa’l-mugabala, que precisamente
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da nombre a otra parte importante de las matemdticas: el dlgebra. A pesar de los origenes
histéricos realmente antiguos de ejemplos concretos de algoritmos, la formulacién precisa de
la nocién de algoritmo es de este siglo. La aportacién més importante es sin duda la de Alan
Turing, matematico inglés que en el afio 1932 introdujo el concepto de mdquina de Turing, que
ha contribuido enormemente al desarrollo de la teoria de la computabilidad. Otro hito a indicar
fueron los resultados de S. A. Cook (1971) y L. Levin (1973) sobre los problemas NP-C. La
algoritmica es una de las dreas cientificas més activas. Entre los dltimos avances interesantes
es preciso destacar los trabajos (1988 y 1990) sobre complejidad estructural de José L. Balca-
zar, Josep Diaz y Joaquim Gabarrd, profesores de la UPC, y el resultado de 1990 de Carsten
Lund, Lance Fortnow y Howard Karloff de la Universidad de Chicago, Noam Nisan del MIT y
Adi Shamir del Weizmann Institute, que de forma resumida dice que practicamente cualquier
problema, incluyendo los NP, tiene una verificacion probabilista sencilla.
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Problemas

1. Se considera una maquina de Turing donde la cinta usa un alfabeto con los simbolos x, 1
y 2 (ademds de la posibilidad de tener la casilla vacia, b). Los estados son cinco, de los
cuales dos son estados especiales de parada que llamamos Ag; y Ayo. Dad un programa
que compruebe si un entero m, m > 1 divide exactamente a otro entero n. Para ello usar
la representacion unaria para m y n 'y entrar los datos en la cinta inicialmente como

[ L1, Lb 1, 1 ]

con m unos en la parte a la izquierda del cabezal, que se encontrard situado sobre la
casilla vacia, y n unos a la derecha.

2. Sea P, el peor caso, en cuanto a comparaciones, en que se puede encontrar el algoritmo
QUICKSORT para ordenar una lista de n elementos.

(a) Justificar las ecuaciones:

Pn =n— 1+ max (Pi—i-Pnf,;l); P() =0
0<i<n

(b) Demostrar que la solucion (tnica) de las ecuaciones anteriores es P, =n(n—1)/2

3. (a) {Qué tipo de lista inicial lleva al peor comportamiento para el algoritmo de burbu-
jas, en cuanto a comparaciones?

(b) Realizar el andlisis del peor caso para este algoritmo.
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Partel Enumeracion

En esta parte se presentan diversas técnicas para contar los elementos de un conjunto. Parale-
lamente a la descripcién de técnicas usuales de enumeracion, se presentan también problemas
clédsicos de combinatoria, a los cuales se aplican los resultados que se van obteniendo.

Las técnicas més sencillas basadas en la enumeracién de permutaciones y combinaciones
se tratan en el primero de los tres capitulos que componen esta primera parte, y se aplican
estas técnicas a problemas de enumeracion de funciones entre conjuntos, palabras de alfabetos,
distribuciones, particiones de enteros y la férmula del binomio. En el segundo capitulo se
analizan algunos principios basicos de enumeracion, especialmente el principio de inclusion-
exclusion, y se consideran los problemas de desarreglos, funcién de Euler, niimeros de Catalan
y particiones de enteros. Aunque no son estrictamente principios de enumeracion, se incluyen
también en este capitulo el principio del palomar y el teorema de Ramsey. El dltimo capitulo de
esta parte estd dedicado a las ecuaciones de recurrencia y las funciones generadoras. Aunque
hemos intentado mantener un nivel asequible, estos son los temas que requieren més nivel
matemdtico, y resultardn més faciles al lector que tenga cierta familiaridad con las series de
potencias. Esta primera parte se cierra con los nimeros de Stirling y de Bell. Algunos temas
de enumeracién que requieren conocimientos adicionales se ven en otras partes del texto. Asi,
por ejemplo, ciertos problemas de enumeracién de grafos se tratan en la segunda parte, y la
teoria de enumeracién de Pdlya se presenta en la tercera parte.
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Capitulo 2

Combinaciones y permutaciones

1. Selecciones ordenadas y no ordenadas
2. Algunos ejemplos de aplicacién
3. Propiedades de los coeficientes binomiales

En este capitulo se exponen los problemas mds simples de enumeracién que forman parte de
la combinatoria elemental. Los modelos bésicos se basan en la enumeracién de selecciones
ordenadas y no ordenadas, con o sin repeticion, de los elementos de un cierto conjunto. En la
seccion 1 se obtienen las férmulas de enumeracién de estas selecciones. A pesar de su sim-
plicidad, estos problemas de enumeracién permiten resolver una diversidad considerable de
problemas, de los cuales hay algunos ejemplos interesantes en la seccion 2: el nimero de pala-
bras que pueden formarse a partir de un alfabeto, el nimero de soluciones de ciertas ecuaciones
enteras, el nimero de aplicaciones entre dos conjuntos, la formula del binomio y problemas re-
lacionados, y los problemas de distribuciones. Los llamados coeficientes binomiales tienen una
importancia singular y permiten expresar muchos de los resultados de enumeracion; la tercera
seccion estd dedicada a analizar las propiedades mds importantes de estos niimeros.

2.1 Selecciones ordenadas y no ordenadas

Comenzaremos con un recorrido por la combinatoria elemental contando de cudntas maneras
diferentes se pueden seleccionar un cierto nimero de elementos de un conjunto. Para contar
este nimero es preciso fijar los criterios con que se diferencia una seleccién de otra. Aqui
tendremos en cuenta dos tipos de criterios: el orden de los elementos y el niimero de veces que
puede aparecer cada uno.
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Si distinguimos dos selecciones: cuando tienen elementos diferentes, o bien, cuando los
elementos aparecen en un orden diferente, hablaremos de permutaciones. En cambio, si no
distinguimos dos selecciones que sélo difieren en la ordenacién de sus elementos, entonces
hablaremos de combinaciones. Por otra parte, si cada elemento puede aparecer como mucho
una vez, hablaremos de selecciones sin repeticion, mientras que, si no hay esta restriccion,
hablaremos de seleccciones con repeticion. Por ejemplo, en el conjunto

X = {]‘727374}

podemos formar 16 permutaciones, con repeticion, de dos elementos,

11121314
21 122123 |24
3113213334
41 | 42 | 43 | 44

12 permutaciones, sin repeticion, de dos elementos,

12 13 | 14
21 23 | 24
31132 34
41 | 42 | 43

10 combinaciones, con repeticidn, de dos elementos,

11121314

22 123 |24
33 1 34
44

y 6 combinaciones, sin repeticion, de dos elementos,

12]13] 14
23 | 24
34

En esta seccion obtendremos una férmula para la enumeracién del ndmero de selecciones
diferentes de k elementos, tomados de un conjunto X de n elementos, que identificaremos con
{1,2,...,n}.

Lo que resulta m4s sencillo de contar es el nimero de selecciones ordenadas con repeticién
de k elementos. Llamamos PR a este niimero, que se lee “permutaciones con repeticién de n
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elementos tomados de k en k. Tenemos n elecciones para el primer elemento de la seleccidn,
y para cada eleccién podemos formar todas las permutaciones con repeticién de n elementos,
pero ahora tomados de k — 1 en k — 1. Es decir,

k k—
PR =nPR}!

Aplicando esta férmula sucesivamente, y teniendo en cuenta que PR = n (hay n elecciones
para el dltimo elemento), obtenemos

PR, =nPRy,"' =n’PRy > =-.. =n*

En el ejemplo anterior obtenemos PR2 = 42 = 16 permutaciones con repeticién de cuatro
elementos tomados de 2 en 2.

Consideremos ahora las permutaciones sin repeticiéon de n elementos tomados de & en £, el
ndmero de las cuales denotaremos por PX. Como cada elemento puede aparecer como mucho
una sola vez en la seleccidn, es preciso que k < n. Podemos calcular este nimero con un
argumento similar al anterior. Tenemos #n opciones para el primer elemento y para cada uno
podemos formar las permutaciones de los n — 1 elementos restantes (ahora un elemento puede
salir en la seleccién como mucho una vez) tomados de k — 1 en k — 1, de manera que

Py =nP;_|

n—

Como k < n, la aplicacién sucesiva de esta relacion lleva a PJ_(k_l) =n—(k—1) (el ultimo
elemento se puede escoger entre los n — (k — 1) que adn no han sido escogidos), de donde

Pr=n-(n=1)---(n—k+1)

En particular, cuando k = n, obtenemos las permutaciones de n elementos, el nimero de
las cuales se denota simplemente como P, =n-(n—1)---3-2-1. Este nimero se representa
con el simbolo 1! y se lee factorial de n. En particular, el simbolo factorial permite escribir P
de manera mds econdémica como

Pr’f _ n!
(n—k)!
notacion que se puede extender al caso n = k si adoptamos el convenio que 0! = 1. Veremos més
adelante que este convenio tiene una justificacién combinatoria y permite ademds dar cohesién
a muchas notaciones, de manera que es universalmente aceptado.

Se puede considerar una situacion intermedia entre las permutaciones con repeticion y las
permutaciones sin repeticion y también es fécil de contar. Consiste en fijar de entrada el nimero
de veces que cada elemento debe aparecer en la seleccién. Por ejemplo, se pueden formar 12
permutaciones con los elementos de X = {1,2,3,4} de manera que 1 aparezca exactamente
dos veces, 2 y 3 aparezcan una sola vez y 4 ninguna,
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1123 1213 1231 2113 2131 2311
1132 1312 1321 3112 3121 3211

En general, supongamos que el elemento i aparece k; veces en la seleccion. Formemos un
nuevo conjunto

Y:{ll,...,1k1,21,...,2k2,...,n1,...,nkn}

de k = k; + kp + - - - + k,, elementos, en el cual hemos distinguido provisionalmente las k; apa-
riciones de cada elemento. Formemos ahora las k! permutaciones de los elementos de este
conjunto y agrupemos aquellas que difieren s6lo en una permutacion de los elementos del mis-
mo tipo. En el ejemplo anterior obtendriamos los grupos siguientes,

111,23 | 112123 | 141231, | 211123 | 21431, | 23111,
121123 | 152143 | 1,231 | 212143 | 21,31 | 231,14
111,32 | 1;3152 | 141321, | 311152 | 31521, | 32141,
121132 | 123142 | 1,321 | 312142 | 31,21 | 3211

En general, cada grupo tiene k;!-kp!---k,! elementos, que representan de hecho la misma
permutacién cuando dejamos de distinguir los subindices. Asi, el nimero de permutaciones de
. ki,
n elementos en los cuales el elemento i aparece k; veces, que denotaremos por P,' ™", vale

k!
kil kol kyl’

Vamos a considerar ahora selecciones no ordenadas o combinaciones. Dos selecciones

Pr,fly--wkn: k:k1+k2++kn

serdn diferentes si y sélo si tienen elementos diferentes. Primero contaremos las combinaciones
sin repeticion de n elementos tomados de k en k (donde k no puede ser mas grande que n), y
denotaremos este nimero como C¥. Para esto consideramos provisionalmente todas las P
selecciones ordenadas, y agrupamos aquellas que sélo difieren en el orden de sus elementos.
En el ejemplo al comienzo de la seccidn, en el que se formaban selecciones de dos elementos
de un conjunto de cuatro, obtendriamos los grupos,

12 |13 | 14
21 | 31 | 41
23 | 24

32 142

34

43

En general, cada uno de los grupos contiene k! permutaciones que representan la misma
combinacién, de manera que

k
_ P, n!

k —
C= 0T o 0Sksn
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Este nimero aparece con tanta frecuencia en la combinatoria que recibe también una nota-
cién y denominacion especiales: se llama coeficiente binomial y se denota por (Z)

(se dice ‘n sobre k’ o ‘n escoge k’). En una seccién posterior trataremos algunas de las pro-
piedades y aplicaciones de estos nimeros. De momento observemos que este niimero coincide
también con el de permutaciones de dos elementos en que uno se repite k| = k veces y el otro
ko = n —k veces,

ok n! _(n\ %
b _mm—mf‘g>_g @1

En la seccidn siguiente discutiremos una interpretacién combinatoria de este resultado,
pero de momento nos serd ttil para contar el dltimo de los nimeros que nos interesan aqui:
el de las combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k, que denotaremos
por CRK (aqui no es preciso que k < n). Observemos que si agrupamos las permutaciones con
repeticién que sélo difieren en el orden, no todos los grupos tienen el mismo tamafio. En el
ejemplo del comienzo de la seccidn, el grupo que corresponde a la combinacién {1, 1} tiene un
tinico elemento, mientras que el que corresponde a {1,2} contiene las dos permutaciones 12y
21. Por lo tanto, la técnica que hemos usado antes para contar combinaciones sin repeticién ya
no nos es util aqui.

En este caso nos serviremos de una estrategia ingeniosa. Pongamos n — 1 barras que de-
finen n espacios, uno para cada elemento del conjunto original. Identifiquemos cada una de
las combinaciones con repeticién poniendo en cada uno de estos espacios tantas estrellas como
elementos correspondientes haya en la combinacién. En el ejemplo tendriamos las correspon-

dencias,
I *x] || 126+ *| |
13+ | A 4 | | |x
224> kx| 23 | *| A
24 | K| % 334 | ||
34 | | K% R S I B B

De acuerdo con esta correspondencia, hay tantas combinaciones con repeticion de n ele-
mentos tomados de k en k como permutaciones de dos elementos (barras y estrellas) con exac-
tamente n — 1 barras y k estrellas. Ya hemos visto en la expresion 2.1 que este nimero coincide
con el de las combinaciones de k 4+ n — 1 elementos tomados de k en k, de manera que,

n+k—1\  (n+k—1)!
RK = == 7
Ry ( k > K'(n—1)!
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Con este nimero se completan las expresiones mds comunes de la combinatoria elemental
que resumimos en la tabla que sigue.

Tabla 2.1: Numero de selecciones

permutaciones combinaciones
. . n! n n!
sin repeticion P’]f:(n—k)!’ k<n Cﬁz(k>:m, k<n
k—1 k—1)!
con repeticion PR’,‘l =n* CRf, = <n * X > = %
con repeticiones
k!
kiy... k Phokn — 1
: " n kil -kl k!
k=k +-+k,

2.2 Algunos ejemplos de aplicacion

El problema de contar el nimero de selecciones de elementos de un conjunto que hemos usado
como modelo en la seccidn anterior es s6lo una referencia a la cual se pueden reducir muchos
de los problemas de la combinatoria elemental. En esta seccién expondremos unos cuantos de
estos problemas y su relacién con el problema original.

Palabras de alfabetos

Dado un alfabeto de n simbolos, A = {1,2,...,n}, queremos contar el nimero de posibles
palabras diferentes que se pueden formar de acuerdo con diversos criterios.

El nimero de palabras de una longitud fijada k que se pueden formar con n simbolos coin-
cide con el de selecciones ordenadas con repeticion:

PR, =n*

Por ejemplo, con ocho bits (ceros o unos) se pueden formar 28 = 256 palabras. En el caso
de que todos los simbolos de una palabra sean diferentes (por tanto k < n), podemos formar
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tantas palabras como selecciones ordenadas de k elementos de un conjunto de n, es decir, el
nimero de permutaciones de n elementos tomados de & en k,

« n!

ph—_
" (n—k)!

Si fijamos la cantidad de cada uno de los simbolos que aparece en cada palabra, es decir,
exigimos que haya k; simbolos i para 1 < i < n (y por tanto la palabra tiene longitud k =
ki + ky +--- + k), el nimero de palabras que se pueden formar es el de permutaciones con
repeticiones fijadas,

k!

kl7---akn —
Py Tk leek !
1 n-

En particular, si el alfabeto sélo tiene dos simbolos, el nimero de palabras en que uno de
los simbolos aparece exactamente k veces y el otro n —k es

_ k! n
Pk,n k _ _
2 k! (n—k)! <k>

es decir, el numero de combinaciones de n elementos tomados de k en k.

Conjuntos y aplicaciones

El ndmero de permutaciones con repeticién de k elementos de un conjunto de tamafio n se
puede interpretar también como una aplicacion que le asigna uno de los n elementos a cada una
de las k posiciones de la seleccion. En la figura siguiente se ilustra esta asignacién para k =7
yn=>3.

Figura 2.1: Relacién entre aplicaciones y selecciones
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Con esta analogia, si B = {1,2,... ,k} y A ={ay,az,...,a,} son dos conjuntos finitos,
cada aplicacién f : B — A se puede identificar con la seleccién ordenada (f(1),...,f(k)) de
elementos de A. El nimero de aplicaciones de B en A es entonces el de permutaciones con
repeticion PR = n* (por ello se suele representar el conjunto de aplicaciones de B en A por
AB).

Por otra parte, el nimero de aplicaciones inyectivas (es decir, dos posiciones diferentes
no pueden tener el mismo elemento) que se pueden definir de B en A es el niimero de per-
mutaciones de 7 elementos tomados de k en k, PX (y entonces tiene que ser k < n). En una
seccidn posterior se trata la enumeracién de aplicaciones exhaustivas (problema 5 del capitulo
siguiente).

Las combinaciones se asocian de manera natural con subconjuntos. Una seleccién no or-
denada de k elementos de un conjunto de tamafio n es de hecho un subconjunto de tamaio k.
El niimero de subconjuntos de k elementos de un conjunto de tamafio n es entonces el de las
combinaciones CX. Aquf admitimos que hay un subconjunto de cero elementos (el subconjunto
vacio) y uno de n elementos (el conjunto de partida), de donde

n!
V= o =G =1
cosa que justifica el convenio que hemos adoptado de escribir 0! = 1.

Una manera de representar los subconjuntos de tamafio k£ de un conjunto de tamafio n con-
siste en enumerar los elementos del conjunto, A = {a;,az,... ,a,}, y expresar cada subconjunto
B C A como una palabra de longitud n de 0’s y 1’s, xjx2...x,, x; € {0,1}, de manera que x;
vale 1 si el elemento a; pertenece a B y vale cero de otro modo. Por ejemplo, el subconjunto
B={ay,as} de A ={ay,a2,a3,a4,as,as} se representaria por la palabra 010010, mientras que
el conjunto A entero se representa por la palabra 111111. Volvemos a encontrar, entonces, que
el nimero de palabras de longitud n con k 1’s 'y (n— k) 0’s es el mismo que el nimero de
subconjuntos de tamaiio k de un conjunto de tamafio n, (Z)

Binomios y otras expresiones aritméticas

El origen de la denominacion coeficiente binomial para los nimeros (Z) se encuentra en el
célculo del desarrollo de la expresién binomial

(a+b)*=(a+b)-(a+Db)---(a+b)

[\

N

n

donde 7 es un nimero entero. Desarrollando el producto de los n paréntesis, se obtiene una
expresion en la cual aparecen términos del estilo a'd"" con 0 < i < n. Cada término a'b"™’
aparece al escoger a en i de los paréntesis y b en los n — i restantes al hacer el producto. Como
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esta eleccion se puede hacer de ('l‘) maneras diferentes, se obtiene la expresion

n_ (™Y np0 n n—lz1 , nOn:nnin—i
(a+b)—<n>ab —i—(n_l)a b+ +<0>ab ,-:26(1'>ab

llamada formula del binomio, en la cual los coeficientes de cada monomio son nimeros com-
binatorios.

De manera similar se obtiene la llamada férmula multinomial que permite expresar el de-
sarrollo de

(@ +a+-+a) =(@+a+-+a) (a1 +a+-+a)

~ /
"~
k

. . . k k
Razonando de la misma manera que en el caso anterior, el coeficiente de @}' - a5’ ---ak en

este desarrollo es el nimero de elecciones de a; en k; de los paréntesis, para cada i, 1 <i < n,
de donde

!
k. kl . k2 .. k”

k _
(a1 +ar+---+ay) _Zkl!‘kz!"'kn!

donde el sumatorio se extiende a todas las combinaciones de enteros no negativos ky,kp, ... ,k,
tales que k; +ky +--- +k, = k. De aqui proviene también la denominacién de coeficiente
multinomial para PXik2-: Por analogfa con el coeficiente binomial, el multinomial se expresa
también como

ki +ky+---+ky _(k1+k2+"'+kn)!
kika,--kn ) kilokaleeky!

Supongamos ahora que extendemos la expresion multinomial al caso de que haya una can-
tidad infinita numerable de sumandos. Para simplificar la situaciéon supondremos que los su-
mandos son potencias de a,

S d)y'=(1+a+a*+a+--)"
i>0

En este caso obtendremos una expresion del estilo
2 3
co+cra+ca +ca +---

donde el coeficiente c; corresponde al nimero de maneras de escoger un sumando en cada uno
de los n paréntesis (1+a+a*>+a® +---) de manera que la suma de las potencias sea i. Para
calcular este coeficiente se puede seguir la estrategia siguiente. Identificamos cada uno de los
paréntesis con una bola numerada (de 1 a n), y extraemos una seleccién no ordenada de i bolas
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con repeticiones permitidas. Identificamos la seleccidén con una eleccién de potencias en cada
paréntesis de la manera siguiente. Si en la seleccién hay r; bolas 1, 7, bolas 2, y en general r;
bolas i, tomamos a'! en el primer paréntesis, a’? en el segundo y, en general, @’ en el i-ésimo,
i < n. Asi, hay tantas combinaciones con repeticion de n elementos tomados de i en i como
maneras de escoger un sumando en cada paréntesis de manera que las potencias escogidas
sumen 7, o sea que ¢; = ("*~'). De aqui que

(Zai)n:(l+a+a2+a3+"')nzz(n—i_l:_l)ai @2)

i>0 i>0 !

Ecuaciones enteras

Directamente relacionado con los dltimos ejemplos, se puede considerar el nimero de maneras
diferentes en que se puede escribir un entero como suma ordenada de enteros no negativos, es
decir, el nuimero de soluciones de la ecuacién

k=xi+x+--+x, x2=0

con x; entero no negativo. Por ejemplo, 4 se puede expresar como suma de tres enteros no
negativos de las 15 maneras siguientes

04044 04440 4+0+0
04242 24042 24240
0+1+3 04341 14+0+3
1+434+0 34041 3+14+0
1+142 14241 241+1

Este nimero se puede contar de la manera siguiente. Consideremos combinaciones con
repeticién de k elementos de X = {1,2,... ,n}. En cada combinacién llamamos x; al nimero
de veces que aparece el elemento j. Entonces, x| +x, + -+ +x, =k, y cada una de las com-
binaciones corresponde a una solucién de la ecuacion. Ademds, dos combinaciones diferentes
dan dos soluciones diferentes. En el ejemplo anterior, la combinacién con repeticién 2333 del
conjunto {1,2,3} corresponde a la solucién x; =0, x, = 1 y x3 = 3. El niimero de soluciones

n+k—1
Rt =
= (")

Hay otra manera de obtener el mismo resultado. Ponemos k como la suma de k 1’s. Cada

€s entonces

expresion de k como suma de n enteros no negativos se corresponde con una agrupacién de los
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k unos en n grupos, cosa que se puede conseguir poniendo n — 1 ‘separaciones’ en el grupo de
k unos. Por ejemplo, en la lista anterior,

4= 14+142— lelell

4= 14+0+3— leelll

4= 0+242— ellell

Asfi, hay n+k — 1 posiciones en las cuales es preciso poner n — 1 separaciones y k unos. Esto

se puede hacer de (”%71) maneras.

Este problema admite diversas variaciones. Por ejemplo, el nimero de soluciones de la
ecuacion

r=yi+y2+-+yn, ¥i>0

donde y; son ahora enteros positivos y r > n se puede obtener del problema anterior poniendo
x; =y; — 1 (que serd no negativo) y kK = r — n, es decir, el nimero de soluciones vuelve a ser

(-0

Si hacemos ahora z; = x; +a, 1 < i < n con a un entero positivo, el nimero de soluciones de la
ecuacion

t=z+22++z

t—na+n—1
n—1

Ejercicio 2.1. ;Cual es el nimero de soluciones enteras de la ecuacién

con z; > ay t > na es nuevamente

8=x1+x+x3

de manera que x; sean enteros entre 1y 4?

Distribuciones

Para acabar esta pequeiia lista de ejemplos consideremos el problema siguiente. Supongamos
que tenemos n cajas numeradas y k bolas que se ponen en las cajas. El objetivo es contar cudn-
tas disposiciones diferentes de las bolas en las cajas se pueden obtener atendiendo a diversos
criterios.
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Si cada caja puede contener como mucho una bola, y estas estdn numeradas (es decir, son
distinguibles), el nimero de disposiciones diferentes es el de permutaciones de n elementos
tomados de k en k, P (y tiene que ser k < n).

Si cada caja puede contener méds de una bola, el nimero de disposiciones diferentes es el
de permutaciones con repeticién, PR

Si las bolas no son distinguibles (s6lo diferenciamos dos disposiciones por el nimero de
bolas en cada caja), tenemos CR¥ disposiciones diferentes, y en el caso de que cada caja pudiese
contener s6lo una bola, habria C¥ bolas.

Este ejemplo tiene una aplicacién interesante a la fisica de particulas. El estado macroscé-
pico de un sistema de k particulas se identifica dando el nivel energético de cada una de ellas
(y cada una puede estar en n > k niveles). As{ entonces, cada estado se corresponde con una
manera de poner k bolas (las particulas) en n cajas (los niveles). En el modelo de Maxwell-
Boltzmann, se asume que las particulas son distinguibles (no es lo mismo que la particula 1
tenga nivel a y la 2 nivel b, que la 1 tenga nivel b y la 2 nivel a) de manera que hay PR estados
diferentes. En el modelo de Bose-Einstein, se considera que las particulas no son distinguibles,
de manera que el ndmero de estados es CRX. En el modelo de Fermi-Dirac se asume que las
particulas son indistinguibles y que cumplen el principio de exclusién de Pauli, segtin el cual
dos particulas diferentes no pueden estar en el mismo estado. El nimero de estados es entonces
Ck. Cada una de estas hipétesis corresponde al comportamiento empirico de diferentes tipos
de particulas subatémicas.

Ejercicio 2.2. ;De cuintas maneras se pueden poner k > n bolas en n cajas de manera que
cada caja contenga al menos una bola si a) las bolas son distinguibles, b) las bolas no son
distinguibles?

Ejercicio 2.3. ;De cuantas maneras se pueden distribuir & tareas en n procesadores de manera
que cada procesador tenga asignada como mucho una tarea?

2.3 Propiedades de los coeficientes binomiales

Como ya hemos comentado antes, los coeficientes binomiales aparecen con tanta frecuencia
que resulta interesante conocer algunas de sus propiedades. En las demostraciones de estas
propiedades usaremos siempre que sea posible argumentos combinatorios, aunque no sean, en
muchos casos, la tinica via de demostracién. Hasta que no se indique lo contrario, supondremos
siempre que, en la expresion (Z) n'y k son enteros no negativos y que k < n.

Si tenemos en cuenta que (Z) cuenta el nimero de palabras de longitud n con exactamente
k ceros y n — k unos, esté claro que la eleccién de la posicién de los k ceros determina la de los
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n — k unos, de manera que

(6= &

Esta es la propiedad de simetria de los coeficientes binomiales, y dice que la sucesioén

(6 (2) ()

tiene una simetria central. Los primeros y udltimos términos de la sucesién son 1,n,n(n —
1)/2,. ,n(n—1)/2,n,1 respectivamente. Comparando dos términos consecutivos, tene-
mos

G _krt] <1 sik<[%
(kzl) n—k| >1 sik>|%1]

de manera que la sucesién anterior crece para 0 < k < |5~ L]y decrece para | 5= Li+1<k<n.
Si n es par, el valor mas grande es ( /2) mientras que si n es impar, los términos mas grandes
son ((n71)/2) = ((n+1)/2)'

Hay un algoritmo cldsico para calcular (Z) para valores moderados de n que se llama tridn-
gulo de Pascal (o también tridngulo de Tartaglia) y que se basa en la siguiente propiedad de
los coeficientes binomiales:

n n—1 n—1
(k>:< k >+(k—1>’ O<k<n 2.4)

Esta es la propiedad de la adicion de los coeficientes binomiales. Desde el punto de vista
combinatorio, la expresion se puede deducir de la manera siguiente. La familia de subconjuntos
de tamafio k de un conjunto X de tamafio n se puede partir en dos subfamilias: la de los sub-
conjuntos que no contienen un cierto elemento a € X, de los cuales hay tantos como elecciones
de k elementos entre los n — 1 que quedan, (”;1), y la de los que contienen a, tantos como
elecciones de k — 1 elementos entre los n — 1 diferentes de a, (" 1) De aqui la igualdad 2.4.

Usando la relacién anterior, se pueden disponer los niimeros combinatorios en un tridngulo

1 1
0 1
2 2 2
0 1 2
3 3 3 3
0 1 2 3
4 4 4 4 4
0 1 2 3 4
donde el primer y el tltimo nimero de cada fila valen 1 y cada uno de los otros es la suma de
los dos que tiene encima en la fila anterior. Numéricamente,
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1 3 3 1
1 4 6 41

La identidad 2.4 permite obtener otras expresiones combinatorias. Usadndola de forma ite-
rada podemos escribir

O - ()6 -

+
N
S
—
=~
N~
+
N
|
o
|
—
N——

Esta igualdad se puede expresar de una manera mds legible poniendo n+k + 1 en el lugar

é(n;l—i)z(g>+(n~i—1>+...+(”;l€—k>:(n—i—l]i—i—l) o5

que proporciona la suma de coeficientes binomiales contiguos en los cuales la parte superior

de n:

y la inferior difieren siempre en una constante (n en la expresion anterior), motivo por el cual
nos referiremos a ella como la propiedad de la adicion paralela. Sobre el Tridngulo de Pascal,
esta suma es la de los términos de un segmento de diagonal como en la figura 2.2.

1
1 1
1 1
I 3 3 1
1 >4 6 M 1
1 10 10 5 1

Figura 2.2: La propiedad de la adicion paralela

Como el tridngulo de Pascal tiene un eje de simetria central, se tendria que poder obte-
ner una férmula similar a la igualdad 2.5 aplicando esta simetria sobre las diagonales de la
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figura 2.2. Efectivamente, de esta manera se obtiene la férmula

z,c@ - (i>+(k:1>++<2> - (ZE) 2.6)

que proporciona la suma de coeficientes binomiales contiguos en los que el indice superior
sigue el indice de sumacion y el inferior es constante, y que llamaremos propiedad de la adicion
superior. Sobre el Tridngulo de Pascal, esta propiedad corresponde a sumas diagonales como
las de la figura 2.3.

Figura 2.3: La propiedad de la adicién superior

Ejercicio 2.4. Obtener la propiedad de la adicién superior de las dos maneras siguientes.

1. Usando la propiedad de adicién como para obtener la igualdad 2.4, pero descomponiendo
el otro sumando.

2. Con el argumento combinatorio siguiente. Tenéis un conjunto de n 4+ 1 bolas numeradas
de 0 an y formdis la familia de subconjuntos de tamafio k4 1. Esta familia se puede partir
en las subfamilias formadas por los subconjuntos que tienen la bola mds alta numerada
Li=kk+1,... n

Las dos propiedades anteriores son muy similares y tienen diversas aplicaciones particula-
res. Por ejemplo, para n = 1 obtenemos,

kil (17@) 424 (k1) k= (ii) _ (k;l) _ k(k;l) o7

i=0 \ !

que porporciona una férmula para la suma de los k primeros naturales. Los nimeros que se
. 1 . . . P

obtienen, (szr ), se llaman niimeros triangulares porque cuentan el nimero de términos en las n

primeras lineas del tridngulo de Pascal (o en una disposicién triangular de bolas). Los primeros

son los de la figura 2.4.
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[ ] L
[ ] L J o o o
o o e o o e & o o
1 3 6 10

Figura 2.4: Representacién geométrica de los primeros nimeros triangulares

La férmula 2.6 para k = 2 da la expresion

(=) () v ()= (17") - o=t

que corresponde a la suma de los n primeros nimeros triangulares. Por similitud con éstos, los
ndmeros (”ng) se llaman niimeros piramidales, ya que cuentan el nimero de elementos de una
pirdmide de base triangular y n — 1 pisos, siendo el piso i un tridngulo como los de la figura 2.4.

La suma de nimeros piramidales darfa también el nimero de puntos de un objeto ... en cuatro

A

Figura 2.5: Representacion geométrica de los primeros nimeros piramidales

dimensiones.

Expresiones mas complejas involucran sumas de productos de coeficientes binomiales. La
mads conocida de estas expresiones es la convolucion de Vandermonde,

() ()= (1) o8

que se deduce con el argumento combinatorio siguiente. Para obtener todos los subconjuntos
de tamafio k£ de un conjunto de n bolas blancas y m bolas negras, podemos formar todos los
que no tienen ninguna bola blanca (los hay (;) (), los que tienen una (los hay (})(,”,)) y
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asi sucesivamente hasta los que tienen todas las bolas blancas (contando que, cuando a < b,
entonces (Z) = 0). Observemos que, para m = 1, reobtenemos la férmula de adicién.

Los coeficientes multinomiales se pueden obtener también como productos de coeficientes
binomiales. Recordemos que

k k!
= k=Kt thky
(kl,...,k,,> Ak P

cuenta el nimero de permutaciones de n elementos en las cuales se repite k; veces el elemento
i. Para contar este nimero podiamos haber hecho lo siguiente. Escogemos primero las k;

posiciones del elemento 1 (hay ( 151 ) maneras de hacerlo). Después escogemos las k, posiciones

del elemento 2 en las posiciones que quedan (de (k;fl) maneras) y asi sucesivamente para

LD e
(-

Ejercicio 2.5. Demostrar la identidad

k\ (ki [k k—ky
k] kz N kz kl _k2
La féormula del binomio
(a+b)" = (g) a'b’ + (T)a"lbl ot (ni 1>a1b"1 + (Z)aob”

permite también obtener diversas expresiones con niimeros combinatorios. Poniendoa =56 =1

<3>+<'f>+"'+(nfl)+(,’i)=2" 2.10)

En términos de conjuntos, la identidad dice que un conjunto de n elementos tiene un total de 2"

obtener,

Por ejemplo,

obtenemos

subconjuntos, que es también el nimero de palabras de longitud n que se pueden formar con
ceros y unos y también la suma de todos los coeficientes binomiales de una linea horizontal del
Tridngulo de Pascal.

Poniendo a = 1y b = —1 en la férmula binomial se obtiene

()= (1) s (7 ) (7) o o
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es decir, que la suma con signos alternados de cada linea del Tridngulo de Pascal da cero, otra
consecuencia de su simetria central.

Acabamos esta seccién con algunos comentarios sobre la férmula del binomio. Tal co-
mo ha sido escrita y deducida, la férmula sélo es valida para valores de n naturales. Lo que
resulta mds sorprendente es que, con una extensién adecuada (pero bien natural) de los coefi-
cientes binomiales (i) para valores reales de x, Newton obtuvo una férmula del binomio valida
para cualquier potencia (negativa, fraccionaria o irracional). En la definicién del coeficiente
binomial, podemos escribir, para n y k enteros no negativos,

n\ n! _n(n—=1)---(n—k+1)
(k>_ (n—k)!'k! k!

La parte derecha de esta igualdad permite definir (i) para x real de la manera siguiente,

(x> xx—1) (x—k+1)

= keN 2.12
X € (2.12)

Asi, por ejemplo,

(1/2> _/2)(=1/2)(=3/2) _ 1

3 3.2-1 — 4

Observemos que si x es un entero menor que k, el numerador en la expresion 2.12 es cero.
En esta definicién, el miembro inferior del coeficiente binomial, &, es siempre un entero no
negativo. Se puede generalizar la definicién para todos los enteros poniendo

<i> =0 k entero negativo

Hay una relacién precisa entre esta generalizacion de los coeficientes binomiales y la ver-
sién original cuando x es un entero negativo, x = —n. Esta relacién, llamada propiedad de
inversion, se obtiene de la manera siguiente,

(—n> (=n)(=n—1)-(—n—k+1)

k k!

nn+1)---(n+k—1

_ (—1)"(”“;_1)
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La férmula es, de hecho, simétrica, de manera que se puede escribir

(;) :(—1)k<k_;_l> rez (2.13)

Ejercicio 2.6. Hemos demostrado la férmula anterior cuando r es un entero negativo. Demos-
trarla cuando r es un entero positivo.

Esta extension de los coeficientes binomiales permite generalizar la férmula del binomio a
cualquier entero, positivo o negativo. Recordemos que en la férmula 2.2 de la seccién anterior
habiamos obtenido,

1\
(1+a+02+a3+‘_‘)n:2<n+l. >az
>0 !

Cada uno de los factores es la suma de una serie geométrica de razén a. Si 0 < a < 1, esta
suma vale ﬁ, de manera que, usando la ecuacién anterior, se puede escribir

oo =) -

k>0

donde ahora el sumatorio de la derecha tiene una cantidad no finita de términos. Usando la
férmula de inversion, podemos escribir

(14+a) =Y <]:>ak rez (2.14)

k>0

que proporciona una generalizacion de la férmula del binomio para cualquier entero r. Si r
es positivo, los términos del sumatorio con el indice inferior k£ mds grande que r son nulos y
el sumatorio tiene de hecho r 4 1 términos, mientras que si r es negativo, el sumatorio tiene
infinitos términos.

Se puede demostrar (usando el desarrollo en serie de Taylor de la funcién f(x) = (1 +x)"
alrededor del origen) que la férmula 2.14 es vélida para cualquier valor real de . En un
capitulo posterior, al tratar funciones generadoras, usaremos esta férmula y comentaremos qué
papel juega la convergencia de la serie que se obtiene.

Notas bibliograficas

Desde un punto de vista histérico, el desarrollo inicial de la combinatoria elemental se produjo
con el nacimiento del cdlculo de probabilidades, a finales del siglo XVII y en relacién sobre todo
a problemas relacionados con los juegos de azar. Una de las primeras obras que sistematiza los
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primeros resultados en el célculo de probabilidades, el Ars conjectandi de J. Bernouilli (1713),
contiene ya una expresion de la férmula del binomio que después generalizard Newton. Este
origen hace que en muchos textos de probabilidad haya una buena introduccién a esta parte de
la combinatoria. Un ejemplo excelente en este sentido es el del libro de Feller [3].

El material cubierto en este capitulo se puede encontrar en cualquier texto elemental de
combinatoria o de matematica discreta. El libro de Anderson [1] contiene una exposiciéon a
nivel sencillo, mientras que en el de Berge [2] se hace una exposicién mds compacta. En lo
que respecta a las propiedades de los niimeros combinatorios, el texto de Graham, Knuth y
Patashnik [4] es una referencia completa y de lectura agradecida.

Bibliografia

[1] I. Anderson. Introduccion a la Combinatoria, Ed. Vicens Vives, 1992.
[2] C. Berge. Principes de Combinatorie, Dunod, Paris, 1968.

[3] W. Feller. An Introduction to Probability Theory and its Applications (Vol. I), Wiley In-
terscience, 1968.

[4] R. Graham, D. E. Knuth, O. Patashnik. Concrete Mathematics, Addison Wesley, 1989.

Problemas

1. Queremos codificar los simbolos alfanuméricos (28 letras y 10 cifras) en palabras de
una cierta longitud & de un alfabeto binario A = {0,1}. ;Cudl es la minima longitud
necesaria para poderlo hacer?

2. (Es suficiente con palabras de hasta 4 de longitud para representar todas las letras del
alfabeto ordinario en lenguaje Morse (el lenguaje Morse dispone sélo de dos simbolos:
punto y raya)?

3. (De cudntas maneras se pueden escoger tres nimeros del 1 al 9 de manera que no salgan
dos consecutivos?

4. Las placas de matricula tienen cuatro digitos numéricos seguidos de dos alfabéticos.
(Cudntos coches se pueden matricular? Una vez se han agotado, se propone que las
matriculas puedan estar formadas por seis digitos alfanuméricos (es decir, cifras del 0
al 9 o letras de la A a la Z). ;Cuéntas matriculas nuevas se pueden hacer? Una vez
agotadas éstas, ;qué estrategia proporcionaria mds matriculas nuevas, hacer matriculas
con 7 digitos, o bien afiadir un simbolo al alfabeto?
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10.

11.

12.

13.

. ¢Cuéntos numeros hay entre 100 y 900 que tengan las cifras diferentes? ;Cudntos nu-

meros mds grandes que 6600 con todas las cifras diferentes y sin ninguna de las cifras 7,
8 ni 9?

(Cudntas palabras de longitud 4 se pueden formar con las cinco vocales sin que se repita
ninguna? ;Y de longitud 5 (también sin que se repita ninguna)?

. Un cédigo de colores con barras usa 6 colores para pintar 4 barras, pero dos barras

consecutivas no pueden tener el mismo color. ;Cudntas palabras diferentes se pueden
formar?

. En un alfabeto de 10 consonantes y 5 vocales, ;cudntas palabras de cinco letras sin dos

vocales seguidas ni tres consonantes seguidas se pueden formar?

La musica serial se basa en el principio de que en cualquier linea melddica han de apare-
cer los 12 tonos de la escala antes de repetirse alguno. ;Cudntas lineas melddicas de 12
notas se pueden formar segin este principio?

En problemas de disefio de redes de interconexién se suelen usar grafos que tienen por
vértices palabras de un alfabeto. Por ejemplo, los llamados grafos de Kautz tienen por
vértices las palabras de longitud k& qur se pueden formar de un alfabeto de n simbolos
con la condicién que dos letras consecutivas no pueden ser iguales. ;Cudntas de estas
palabras hay?

Sea A ={1,2,...,n} y X ={x1,x2,... ,x¢} un conjunto de k simbolos. Una aplicacion
f X — Aes ordenada si f(x;) < f(x2) < -+ < f(xx) y estrictamente ordenada si las
desigualdades son estrictas. ;Cudntas aplicaciones ordenadas y cudntas estrictamente
ordenadas hay de X en A?

En una reunién de una empresa hay ocho representantes de los accionistas, seis repre-
sentantes de acreedores, cuatro representantes de los trabajadores y tres técnicos. Para
resolver mds 4gilmente la organizacién de la reunién deciden nombrar una comisién
formada por tres representantes de los accionistas, dos representantes de acreedores, un
representante de los trabajadores y un técnico. ;Cudntas comisiones diferentes se po-
drian formar? Si uno de los accionistas se niega en rotundo a formar parte de la comi-
sién con dos de los representantes de los trabajadores, a los cuales tiene mania, ;cudntas
comisiones se podrian formar?

Una empresa de sondeos escoge una muestra de 20 estudiantes al azar de entre una comu-
nidad de 500 estudiantes para hacer una encuesta. ;Cudntas muestras diferentes puede
obtener? Uno de los estudiantes estd encantado de que le pasen la encuesta. ;Cudntas de
estas muestras contienen a este estudiante?
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14. ;De cuédntas maneras se pueden poner n bolas numeradas en k cajas numeradas de manera
que en cada caja haya al menos una bola? ;Y si las bolas no estan numeradas?

15. Usando la propiedad de inversién, demostrar que la suma parcial de los términos de una
linea del Tridngulo de Pascal con los signos alternados vale

k
(n n—1
—1) —(—1 k
20 (5) =0 (")
16. Demostrar la identidad

i (kjr>xiyk —i= i (_lr> (=) (x )<

i=0 i=0

Usando esta identidad para x = —1 ey =1, obien, x =y =1y r = k+ 1, obtener,

() - (G
i(z;:u) _ é(l‘j’)zk—i:zk

i=0

respectivamente,

r ..
' ) , k entero positivo,
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Capitulo 3

Principios basicos de enumeracion

1. Cardinales de conjuntos

2. Principio de inclusién-exclusién

3. Biyecciones

4. Principio del palomar y teorema de Ramsey

En este capitulo se describen y desarrollan algunos principios bésicos de enumeracion que,
a pesar de ser de una gran simplicidad, se convierten en herramientas sisteméticas ttiles en
problemas combinatorios cuyo uso puede llegar a ser importante. Algunos de estos principios
se han usado de manera implicita en el capitulo anterior.

En la primera seccién se describen algunas relaciones entre operaciones entre conjuntos y
sus cardinales. Una de estas relaciones, la del cardinal de la unién de conjuntos, da lugar al
llamado principio de inclusion-exclusion, que se describe en la seccién 2. Como ejemplo de
una aplicacion relativamente sofisticada de este principio, se tratan la funcién ¢ de Euler y el
llamado problema de los desarreglos. En la seccidn 3 se da una ilustracion de cémo se pueden
relacionar estructuras aparentemente inconexas para enumerarlas mas facilmente. El ejemplo
nos lleva a introducir los llamados niimeros de Catalan, que tienen un interés combinatorio
considerable. En el mismo contexto se introduce también el problema de las particiones de
un entero positivo. En la dltima seccién se desarrolla otro principio elemental, el llamado
principio del palomar. En este caso no se trata de resolver un problema de enumeracion, sino
la existencia de una determinada configuracién o propiedad combinatoria a través de hip6tesis
muy generales. Como aplicacién de este principio simple se dan dos resultados clésicos, el
teorema de Erd6s-Szekeres y el teorema de Ramsey.
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3.1 Cardinales de conjuntos

Los problemas de enumeracién son de hecho problemas de cédlculo de cardinales de conjuntos
finitos. Por esto resulta interesante conocer cdmo se traducen las operaciones usuales entre
conjuntos en operaciones aritméticas entre los respectivos cardinales. En esta seccién veremos
algunas situaciones sencillas en las cuales esta traduccion es posible.

Si A es un conjunto finito, |A| denota el nimero de elementos, o cardinal, de A.

Como consequencia directa de la definicién de unién de conjuntos, tenemos:

Principio de adicién. Sean A y B dos conjuntos finitos disyuntos, AN B = 0. Entonces

[AUB| = |A[ +|B|

Este resultado se extiende por induccién al caso de r conjuntos si son disyuntos dos a
dos: Si Ay,As,...,Ay son conjuntos finitos y A;NA; = 0 para cualquier par de indices i, €
{1,2,... ,k}, entonces

|AjUALU- - UAL| = |A1] + |Ag| + -+ -+ |Ag]

Para la interseccién no hay una relacién general que ligue |A N B| con |A| y |B|. Si que la
hay en cambio para la complementacién. Si € es un conjunto finito y A C €2, denotamos por
Q\ A el complemento de A en Q (es decir, el conjunto de elementos de € que no estdn en A).

Proposicion 3.1. Sea Q un conjunto finito y A C Q. Entonces,
[Q\A] = |Q[ - 4]

Demostracion. Podemos escribir 2 como la unién disyunta AU (Q\ A), de manera que, por el

principio de adicién, |Q| = |A|+|Q\A|. O

Esta dltima proposicion se usa generalmente cuando resulta mds sencillo calcular el cardi-
nal del complemento de un subconjunto que el del propio subconjunto. Por ejemplo, el nimero
de palabras de cinco letras que contienen al menos una vocal se calcula facilmente como el
total de palabras menos las que no tienen ninguna vocal, 527 — 5%2.

Una de las operaciones entre conjuntos que admite una traduccién directa en términos de

cardinales es la del producto cartesiano.

Proposicion 3.2. Sean A y B dos conjuntos finitos y A X B su producto cartesiano. Entonces,

A x B| =|A]-|B|
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Demostracion. El producto cartesiano se puede escribir como la unién disyunta A X B = Ugea
{a} x B, donde cada uno de los términos de la unién tiene cardinal |B| y los hay tantos como
elementos de A. O

La proposicion anterior se puede extender por induccién a cualquier nimero finito de fac-
tores. SiAq,...,A, son conjuntos finitos, entonces

|A1 XXAr|:|A1||Ar|

Observemos que, si A = {xj,... ,x,}, el producto cartesiano r veces A X --- X A tiene por ele-
mentos las permutaciones con repeticién de los elementos de A tomados de r en r, de manera
que reencontramos el resultado

PR, =|Ax---xA|=|A|"=n"
—_——

r

El resultado de la proposicién anterior se conoce a veces como la regla del producto y
se expresa diciendo que, si para realizar un proceso en dos etapas hay n; maneras de hacer la
primera y, para cada una de ellas, n, de realizar la segunda, entonces el nimero total de maneras
de realizar el proceso es el producto nyn,. Si llamamos A al conjunto de maneras de realizar
la primera etapa y B al conjunto de maneras de realizar la segunda, el conjunto de maneras de
realizar el proceso es A x B. Este es el procedimiento que se ha usado en el capitulo anterior
para calcular el nimero de permutaciones. Por ejemplo, las permutaciones de n elementos sin
repeticion se pueden formar en un proceso de n etapas. En la primera hay n elecciones posibles
del primer elemento, en la segunda n — 1 elecciones, y asi sucesivamente hasta la dltima que
admite una tnica opcién, de manera que el ndmero total de permutaciones es el producto n!.

3.2 Principio de inclusion-exclusion

En la seccién anterior se ha relacionado el cardinal de la unién de dos conjuntos disyuntos
con el cardinal de cada uno de ellos a través de la igualdad |A UB| = |A| + |B|. Cuando los
conjuntos no son disyuntos se puede obtener una férmula que hace intervenir el cardinal de la
interseccion.

Proposicion 3.3. Sean A y B dos conjuntos finitos. Entonces,
|AUB| =|A|+ |B| —|ANB
Demostracion. Launidon A U B se puede poner como la unién disyunta,

AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB)
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donde |A\B|=|A|—|ANB|y |B\A| = |B| — |BUA|. Usando ahora el principio de adicion, se
obtiene la expresion del enunciado. U

El llamado principio de inclusion-exclusion es una extension de este resultado al caso de la
unién de n conjuntos y tiene una expresion un poco mas compleja. La deducimos primero para
el caso de la unidén de tres conjuntos, AUBUC. En la figura 3.1 estd representada la situacién
con diagramas de Venn.

C

Figura 3.1: Launion AUBUC

Si los tres conjuntos fuesen disyuntos, tendriamos |[AUBUC| = |A|+|B|+|C]|. Sino lo son,
en la expresion |A| + |B| + |C| se cuentan dos veces los elementos que estdn en la interseccion
de sélo dos de los tres subconjuntos (los de la zona cuadriculada en la figura) y tres veces los
elementos de AN BNC (los de la zona rayada de la figura). Restando los cardinales de A N B,
ANCy BNC, habremos descontado una vez los elementos que estdn en la zona cuadriculada,
pero también habremos descontado tres veces los elementos que estdn en A N BN C. Sumando
una vez el cardinal de esta zona rayada obtenemos,

|AUBUC|=|A|+|B|+|C|—|ANB|—|ANC|—|BNC|+]ANBNC]
La férmula general de inclusion-exclusién tiene un aspecto similar y se puede razonar de la
misma manera, aunque aqui haremos una demostracién diferente. El nombre de inclusién-
exclusién proviene del hecho de que en la expresion de la derecha hay elementos que se van

incluyendo y excluyendo alternativamente.

Proposicion 3.4 (Principio de inclusién-exclusion). Sean A1,A,,... A, conjuntos finitos.
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Entonces,
n
A1 UAU--UA, | = YAl =D JAnA ] ++(=1)"" Y A4, N N4,
i=1 i<j <---<ip
+...+(_1)”_]|A1ﬂAzﬂ...ﬂAn| (3.1

Demostracion. S6lo es preciso comprobar que cada elemento de la unién se cuenta una sola
vez en la expresion de la derecha de la igualdad. Supongamos que x € A U---UA, es un
elemento que estd exactamente en p < n de los n conjuntos, x € A; N---NA;,. Entonces x estd
contado p = (}) veces en el primer sumando ¥, |A;|. En el segundo sumando, ¥, ;|A; NA;

bl

estd contado una vez para cada eleccion de dos de los subconjuntos A; ... ,A; , es decir, (’2’)
veces. En general, en el sumando r-ésimo el elemento x estd contado (Ir7 ) veces mientras r < p

y ninguna vez si r > p. Por tanto, el elemento x estd contado

()-€)+cir () ()

De acuerdo con la férmula 2.11 de las propiedades de los nimeros binomiales que hemos
deducido en el capitulo anterior, esta expresion vale (g) =1. U

Ejercicio 3.5. Demostrar el principio de inclusién-exclusién por induccién sobre el nimero de
conjuntos en la unién.

Desde el punto de vista de la notacién, el principio de inclusién-exclusién se puede expresar
de una manera mds compacta, pero también mds criptica. Sea K = {1,2,... ,n} el conjunto de
los subindices. Para cada 7 C K llamamos N(T) = | Njer A;|. Entonces, la formula 3.1 se
puede escribir

AT UAU---UA,[ = Y (=1)TFIN(T) (3.2)
TCK

donde el sumatorio se extiende a todos los subconjuntos de K.
A continuacién veremos algunos ejemplos de aplicacion de este principio.

La criba de Eratostenes

El principio de inclusién-exclusién fue originalmente formulado en términos diferentes por
Sylvester (1800-1850) inspirado en un método atribuido a Eratdstenes (siglo V aC) para en-
contrar los nimeros primos. El método de Eratdstenes consiste en hacer una lista de nimeros
naturales de 1 a n. Se comienza marcando el 1 y todos los nimeros pares (multiplos de 2)
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mds grandes que 2. A continuacion se busca el primer nimero sin marca (el 3) y se marcan
todos los multiplos de 3 més grandes que 3. Se busca el primer nimero sin marca (el 5) y se
marcan todos los multiplos de 5 més grandes que 5. Prosiguiendo de esta manera hasta agotar
los nimeros de la lista, todos los que no llevan marca son nimeros primos. Para encontrar los
ndmeros primos del 1 al 20, las fases del proceso serfan,

[1]23[4])5[6] 78] 9 [10] 11 [12] 13 [14] 15 [16] 17 [18] 19 [20]
(123 [4] 5 [6] 7 [8] [9] [10] 11 [12] 13 [14] [15] [16] 17 [18] 19 [20]

El proceso continia marcando los miltiplos de 5,7,11,13,17 y 19, que no producen nuevas
marcas en la lista, de manera que los nimeros sin marcas en la tltima lista son nimeros primos.

La version de Sylvester es una generalizacién de este método. Supongamos que los N ele-
mentos de un conjunto € pueden tener hasta k propiedades diferentes py, ..., px (en el método
de Eratdstenes las propiedades son ‘ser divisible por 2’, ‘ser divisible por 3’, etc.). Suponga-
mos que queremos contar cuantos de los elementos no tienen ninguna de las propiedades. Si
T ={i,...,i;)} CK=1{1,2,...,k}, llamamos N(7T') al nimero de elementos que tienen las
propiedades p;,,...,p;. El nimero de elementos que no tiene ninguna de las propiedades es
N(0). Entonces,

NO)=N- Y (-D)ITIN(T) (3.3)
TCK

Esta expresion se obtiene de la proposicion 3.4 simplemente llamando A; al conjunto de
los elementos que tienen la propiedad p;. Entonces, el nimero que se busca es el cardinal del
conjunto de elementos que no estdn en ninguno de los A;, es decir,

N(0) =[Q\ (AU - UAY)| = |Q = [A U UA]

Esta es la forma con que se enuncia habitualmente el principio de inclusién-exclusién. Enun-
ciado de esta manera se puede dar la generalizacién siguiente. Paracadar =1,... ,k, llamamos
N, =Y rck,r|=N(T). Entonces:

Proposicion 3.6. El niimero de elementos de un conjunto X que tienen exactamente r de las
propiedades py,...,pg €s

N(r) =N, =Ny +--+ (=1D)F"N,

Ejercicio 3.7. Demostrar esta dltima proposicién.

Ejercicio 3.8. ;Cuantos niimeros hay entre 1 y 1000 que no sean divisibles ni por 3 ni por 7?
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En particular, si para r = 0 definimos Ny = N, la proposicién 3.6 permite tener la férmula
de inclusién-exclusién expresada ain de otra manera,

NO)=N—Nj+-+ (=1)Ny+ -+ (= 1)*N; (3.4)

Ejercicio 3.9. Demostrar que los r primeros sumandos de la ecuacién 3.4 proporcionan una
cota superior de N(0) si r es impar y una cota inferior si r es par.

La funciéon ¢ de Euler

Un problema relacionado con el anterior es el de contar cuidntos nimeros hay entre 1 y n
que sean relativamente primos con n, es decir, que no tengan ningtn divisor diferente del 1
en comun con n. La funcién que da este nimero para cada n se llama funcion ¢ de Euler y
juega un papel importante en la teoria de ndmeros. Por ejemplo, los primeros valores de ¢
son §(1) =d(2) =1, d(3) = d(4) =2 y 6(5) = 4. Obtendremos ahora una expresién de ¢(n)
usando el principio de inclusion-exclusién. Un resultado bésico de aritmética (el teorema de
factorizacién) establece que cada nimero admite una descomposicién tnica como producto de
nimeros primos,

0,00 Ol

Cualquier divisor de n debe ser dividido por uno o mds de los nlimeros primos que aparecen
en su descomposicién. Llamamos A; al conjunto de nimeros entre 1 y n divisibles por p;. Los
ndmeros relativamente primos con n no tienen divisores comunes con #n, de manera que son
precisamente los que no estdn en ninguno de los conjuntos A;. Asf entonces,

(1)(1’1) =n-— |A1 UAzU"-UAk|

donde el cardinal de esta unién se puede calcular usando el principio de inclusién-exclusién.
Para ello, observemos que los nimeros entre 1 y n divisibles por p son p,2p,3p,... hasta llegar
any los hay por tanto n/p. Asi entonces,

n
Al = —,
Di
n . .
|A,ﬂAJ| = l?é]
piPj
n
JAjNA N NAy| = ———
Pip2- " Pk
Entonces,
n n n
¢(n):n_z_+z__...+(_1)k7 (3.5)
. Pi (ZjDiPj PPz Pk
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Esta férmula se expresa habitualmente de una manera mas compacta como un producto en

[ R B

Ejercicio 3.10. Demostrar que efectivamente las expresiones 3.5 y 3.6 son equivalentes.

lugar de una suma,

Ejercicio 3.11. Obtener la expresiéon de ¢(n) cuando i) n es un nimero primo, ii) n es un
producto de dos primos.

Ejercicio 3.12. Demostrar que si n 'y n’ son enteros relativamente primos, entonces

o(nn') = o(n)o(n')
Una de las propiedades interesantes de la funcidn ¢ es la siguiente:

Proposicion 3.13. Sea D el conjunto de divisores de un nimero natural n. Entonces,

n= 7 ¢(d)
deD
Demostracion. Si X = {1,2,... ,n}, llamamos A; = {r € X : med(r,n) = i} (recordemos que
mcd indica el mdximo comun divisor). Estd claro que si i no divide a n entonces A; = 0, de
manera que X = UgepAy y que esta unidn es disyunta. Asi entonces,

n=X|= Y |AJl
deD
Observemos que, para cada divisor d € D, los elementos de A, tienen la forma md, donde m es
relativamente primo conny 1 <m < n/d. Por lo tanto, |A;| = ¢(n/d). Observemos finalmente

que Yiep 9(n/d) = Xgep 0(d). O

Desarreglos

Una de las aplicaciones clésicas del principio de inclusién-exclusién es el llamado problema
de los desarreglos. Una vez, un oficinista tenia que poner diez cartas dirigidas a diez clientes
en sus respectivos sobres; como tenia mucha prisa, puso cada carta en un sobre sin mirar si
coincidia el domicilio y resulté que ninguno de los clientes recibi6 la carta que le iba dirigida.
El hombre pensé que habia sido verdadera mala suerte no adivinar ni una. Tener mala suerte
querria decir que, de todas las posibilidades, habia relativamente pocas de que sucediese este
completo desastre. En esta seccion procuraremos evaluar la mala suerte del oficinista.
Consideremos la seleccién ordenada 12...n de n simbolos y una permutacion aja;...a,
de esta seleccién. Diremos que esta permutacion es un desarreglo de la seleccién original si
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ningln elemento estd en su sitio. Por ejemplo, 4123 es un desarreglo de 1234, mientras que
1423 no lo es, ya que 1 estd en su sitio. El problema que consideraremos es el de contar cudntos
desarreglos se pueden formar de 12...n.

Llamaremos A; al conjunto de todas las permutaciones de 12...n que dejan el elemento i
en su sitio. Entonces, el nimero D,, de desarreglos es el niimero de permutaciones que no estan
en ninguno de los conjuntos A;, es decir,

Dn:n!—|A1UA2U"'UAn|

Otra vez, el cardinal de este tiltimo conjunto se puede calcular por el principio de inclusién-
exclusién. Observemos que |A;| = (n— 1)!, ya que, si el elemento i se tiene que quedar en su
sitio, nos quedan las permutaciones de los otros 7 — 1 elementos. De manera similar, para cada
una de las (5) elecciones de pares i, j, [A;NA;| = (n—2)!. En general, para cada una de las (;’))
elecciones de p indices, |A;; N---NA; | = (n— p)!. Por tanto,

D, =n!— <’11>(n—1)!+ (;)(n—2)z+...+(_1)17(;)(n_p)g+...+(_1)n<z>

Esta expresion se puede escribir de una manera mds sencilla como

11 1 1
— e —1)P— ... —_1\yt—
D, =n! [1 TR TRt ot +(-1) n!]

Observemos que, escrita de esta manera, la expresion entre corchetes es la suma parcial n-ésima
de

Las primeras sumas parciales de esta serie numérica son
1,0,0.5,0.33,0.375,0.366,0.3680,03678, ...

que convergen rapidamente hacia 1/e. De esta manera, para n ‘grande’, se puede poner que D,
es aproximadamente igual a n!/e. Asi, para valores de n grandes, la proporcion de desarreglos
sobre el total de permutaciones es aproximadamente 1/e. Para el caso de los 10 sobres del
oficinista, hay 1.334.961 desarreglos entre las 10! = 3.628.800 permutaciones posibles, de
manera que la proporcién de desarreglos es 0.36787946 (mientras que 1/e es 0.36787944...).
Esto puede ser una medida de su mala suerte: aproximadamente un 37% de las posibilidades
son desarreglos.

Ejercicio 3.14. ;Cudntas permutaciones de 12...n hay que tengan el 1 y el 2 en su sitio?
(Cudntas permutaciones de 12...n hay en las cuales exactamente r elementos estidn en su
sitio?
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Ejercicio 3.15. Un tarotélogo afirma tener poderes telepaticos. Para probarlo pide que se reor-
denen seis cartas sobre la mesa y dice que adivinard cudles son con los ojos cerrados. Si
adivina 3 de las 6 cartas, ;se puede decir que ha sido por azar o esto demuestra efectivamente
una habilidad especial?

3.3 Biyecciones. Numeros de Catalan. Particiones

En esta seccién veremos otro principio elemental de enumeracién que, como los que hemos
visto anteriormente, permite edificar técnicas relativamente sofisticadas desde una observacién
casi trivial.

Una manera de contar los elementos de un conjunto es relacionarlos con los de un conjunto
que ya sabemos contar. En particular, si se puede describir una biyeccién ¢ : A — B entre los
conjuntos A y B, los dos conjuntos tienen el mismo nimero de elementos. En esta seccién
desarrollaremos aplicaciones de este principio.

La construccién de biyecciones para conseguir enumerar los elementos de un conjunto se
ha usado anteriormente de manera implicita en diversas ocasiones. Recordemos, por ejemplo,
como se obtenia en el capitulo anterior la férmula de enumeracién de las combinaciones con
repeticién de n elementos tomados de k en k, CRX. Si A es el conjunto de estas combinaciones,
estableciamos una biyeccién de A en el conjunto B de todas las secuencias de longitud n+k — 1
con exactamente n ceros y kK — 1 unos. Esta biyeccion estaba definida con la regla

11...122...2...an...10
Se——N— =
ky ky kn

!
00...0100...01...100...0
N—— N ——

ky ko kn

A continuacion se establecia una biyeccion entre B y el conjunto C de todos los subconjuntos
de tamafo k — 1 de un conjunto X = {xj,... ,Xy44—1 } de n+k — 1 elementos de acuerdo con la
asociacion
0= 00 ... Olypyk1 o €{0,1}, Yoi=k-1
i
Xo = {xl-l,xiz,... ,Xikil} CX, xieXgo&o0;,=1
n+k—1

k=1
combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k como

k—1
cr—al =18 ~1c|= ("7 E )

Este dltimo conjunto tiene ( ) elementos, de manera que obtenfamos el nimero CRY de

k—1
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En esta seccion ilustraremos el uso de esta técnica a través de dos ejemplos. En el primero
introduciremos otros nimeros combinatorios importantes, los niimeros de Catalan, que permi-
ten resolver algunos problemas de enumeracion interesantes. El segundo trata el problema de
las particiones de un entero. Estos dos temas volverdn a ser tratados en el capitulo siguiente.

Numeros de Catalan

En una expresion aritmética con paréntesis debe haber tantos paréntesis abiertos como cerrados.
Ademds, no se puede cerrar un paréntesis que no se haya abierto antes. Prescindiendo de todo
lo que no sean paréntesis, una expresién como

0(0)

seria admisible, mientras que

)(OX

no tiene correccién sintactica.

Dado un cierto ndmero 2n de paréntesis (n abiertos y n cerrados), contaremos cuédntas
expresiones correctas se pueden formar, entendiendo por correctas aquellas en que no se cierra
un paréntesis que no se haya abierto. Llamamos A al conjunto de estas expresiones. Serd
mads cémodo trabajar identificando un paréntesis abierto con 1 y un paréntesis cerrado con —1.
Entonces, se puede establecer una biyeccion entre A y el conjunto B de todas las selecciones
ordenadas de 1’s y —1’s de longitud 2n. La correccién sintdctica de los paréntesis se traduce en
las secuencias xj,x2,. .. , X2, X; € {1,—1} en que la suma de los primeros k digitos no es nunca
negativa y la suma de todos vale cero:

k 2n
B:{X],XZ,...,inixiE{—l,l}, ZXiZO, in:()}
i=1 i=1
Para visualizar el problema de enumeracién que queremos resolver, representaremos cada
uno de los elementos de B como un camino de (0,0) a (2r,0) en Z x Z formado uniendo (i, j)
con (i+1,j+1)six;=1,ycon (i+1,j—1) six; = —1. En la figura 3.2 hay un ejemplo de
esta representacion.
De esta manera establecemos una biyeccién entre los elementos de B y los del conjunto
C de todos los caminos de (0,0) a (21,0) en Z X Z que unen puntos (i, j) con (i+1,j+1)y
que no atraviesan el eje de abcisas. Este es atin un conjunto dificil de contar. Una solucién
ingeniosa para hacerlo es la siguiente.
Consideremos el conjunto C; de todos los caminos de (0,0) a (2rn,0) en Z X Z que unen
puntos (i, j) con (i+1, j£ 1), prescindiendo de la condicién que no atraviesen el eje de abcisas.
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(OMO |
| |

1,1,-1,1,-1,-1,1,-1 —

Figura 3.2: Representacion geométrica de los elementos de B

Hay tantos caminos en C; como secuencias ordenadas con n 1’s y n —1’s (prescindiendo de que
la suma de los primeros i digitos sea no negativa), es decir,

o= (2)

De estos caminos, los que no estdn en C son los que cortan la recta y = —1, es decir, contienen
algtin punto de la forma (i,—1). Llamamos C_; al conjunto de estos caminos. Entonces,

ICl =G| = ICil

Volveremos a usar una biyeccién para contar los caminos de C_;. Consideremos la parte del
camino entre (0,0) y el primer punto que toca la recta y = —1. Si hacemos una reflexién de
esta parte del camino con eje de simetria la recta y = —1, obtenemos un camino de (0,—2) a
(2n,0). En la figura 3.3 hay un ejemplo de este tipo de reflexion.

Reciprocamente, dado un camino cualquiera de (0,—2) a (2n,0), la reflexién con eje de
simetria la recta y = —1 de la parte del camino que va de (0, —2) al primer punto que corta el
eje y = —1 da un camino de C_. Esta reflexion parcial establece entonces una biyeccion entre
los caminos de C_; y el conjunto D de todos los caminos de (0,—2) a (2n,0). De éstos hay
tantos como permutaciones den+1 1’'syn— 1 —1’s, es decir,

2n
C_i|=|D|=
cl=iol=(,”))
Por tanto,

er=ici-ica= ()= (") = () - () = ()

Después de diversas transformaciones, hemos llegado finalmente a contar nuestro conjunto

original. El resultado que se obtiene es el llamado n-ésimo niimero de Catalan,

c, - 1 <2n>
n+1\n

Los primeros de estos nimeros son,
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Figura 3.3: Reflexion parcial de los caminos de C_

n|1 23 4 5 6
Ci|1 2 5 14 2 132

Los nimeros de Catalan aparecen en diversos problemas de enumeracion aparentemen-
te inconexos. Algunos de estos problemas, relacionados con la enumeracién de arboles, se
tratardn en un capitulo posterior.

Ejercicio 3.16. (Problema de los votantes) En una eleccion entre dos candidatos, A y B, hay
2n electores. Si el resultado final es de empate, ;de cudntas maneras podria salir el escrutinio
de manera que el candidato A no tuviese nunca menos votos que el candidato B?

Ejercicio 3.17. SeaX = {1,2,...,n}. (Cudntas selecciones ordenadas con repeticién de {1,2,
...,n} y longitud n, x;...x,, x; € X se pueden formar de manera que x; < Xj+1 y x; < J,
j=1,...,n?

Particiones de un entero

Una particién de un entero positivo n es una representacion de n como suma de enteros positi-
vos. En la seccién 2 del capitulo anterior se ha tratado el problema de enumerar las maneras de
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escribir un nimero natural » como suma de enteros no negativos, entendiendo por diferentes
dos expresiones si el orden con que aparecen los sumandos es diferente. El nimero de parti-
ciones ordenadas de n en k sumandos positivos hemos visto que era (’”271). El problema es
mucho mas complejo si lo que pretendemos es contar el nimero de particiones no ordenadas, o
simplemente particiones, de un entero positivo n en k partes. Llamamos pi(n) a este ndimero.

por ejemplo, p>(4) =2, y las dos particiones de 4 en dos partes son
4=34+1 y 4=242

Escribiremos cada particién no ordenada de » en k partes dandolas en orden decreciente.
Asi, pr(n) es el nimero de soluciones de

n=xi+x+-+x, xi=>xp=>--2x=>1

e identificamos la particién con la k-tupla x = (x1,x2,... ,x¢). Una manera de representar cada
una de las particiones es por medio de los llamados diagramas de Ferrers. El diagrama de
Ferrers de la particién x = (x1,x2,...,X;) se obtiene poniendo k filas de puntos, con x; puntos
en la fila i. Asi, por ejemplo, la particién de 7 en tres partes

7T=442+1

se representa con el diagrama

En lo que sigue veremos algunos ejemplos de resultados sobre particiones que se pueden
obtener por medio de biyecciones.

La particién x' es conjugada de la particién x cuando su diagrama de Ferrers se obtiene
del de x cambiando filas por columnas. La particién de 7 conjugada de (4,2, 1) es entonces la
correspondiente al diagrama

Proposicion 3.18. (i) El nimero py(n) de particiones de n en k partes coincide con el nimero
de particiones de 7 en las cuales la parte més grande es k.

(ii) El nimero de particiones de n en les que la parte mds grande es k 0 menor que k coincide
con el nimero de particiones de n en como mucho k partes.
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Demostracion. La conjugacién es una biyeccién entre el conjunto de particiones de n en k
partes y el conjunto de particiones de n en las cuales la parte mas grande es k. La segunda
afirmacion se demuestra de la misma manera. U

Decimos que una particién es autoconjugada si coincide con su particién conjugada. Por
ejemplo, la particién (4,3,2, 1) de 10 es autoconjugada. El diagrama de Ferrers de una particién
autoconjugada es simétrico respecto de la diagonal principal. El de la particién (4,3,2,1), por
ejemplo, es el siguiente:

Proposicion 3.19. El nimero de particiones de n en partes pares y diferentes coincide con el
nimero de particiones autoconjugadas.

Demostracion. Definiremos una biyeccién o entre el conjunto P,(n) de particiones autoconju-
gadas y el conjunto Py,(n) de partes pares y diferentes. El diagrama de Ferrers de una particién
autoconjugada se puede ver como una unién de ‘L’s invertidas:

SO .

La primera de estas ‘L’s invertidas estd formada por la primera fila y la primera columna.
Suprimiéndola, se obtiene la segunda ‘L’ con la primera fila y la primera columna del diagrama
que queda, y asi sucesivamente. Para cada particion autoconjugada x, llamamos G(x) a la par-
ticién que tiene por filas estas ‘L’s invertidas. Estd claro que 6(x) € Py;(n). Reciprocamente,
para cada particién x € Py (n), plegando cada fila de longitud 2k + 1 por el punto k + 1 cons-
truimos una sucesion de ‘L’s invertidas que corresponden a una particién de P.(n), de manera
que ¢ es efectivamente una biyeccién entre los dos conjuntos. U

En la figura siguiente se ilustra la biyeccion ¢ definida en esta tltima demostracion para
una particién de 10.

!
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Proposicion 3.20. El ndmero de particiones de n en partes pares coincide con el nimero de
particiones de n en partes diferentes.

Demostracion. Sea Pg(n) el conjunto de particiones de n en partes pares y P;(n) el conjunto
de particiones de n en partes diferentes. Definiremos una biyeccién G entre los dos conjuntos
de la manera siguiente. Para cada particion x € Py(n), dejamos invariantes las partes impares y
convertimos cada parte par de tamafio m,2/, donde m; es impar, en 2/ partes de tamafio m;. Est4
claro, entonces, que G(x) € Ps(n) y que la aplicacion es inyectiva. Para ver que es exhaustiva
construimos su inversa. Para cada particion y € Py(n), sea m; el nimero de partes de tamafio
i. Sim; < 1, dejamos invariante la parte correspondiente. Si m; > 1, escribimos m; en base 2,
m;=73%;a ij , y creamos una parte de tamafio i2/ para cada j tal que a ; = 1. Es facil comprobar
que de esta manera hemos construido efectivamente una biyeccion entre Py(n) y Py(n). O

Ejercicio 3.21. Demostrar por medio de una biyeccién que el nimero de particiones de n en
exactamente tres partes coincide con el nimero de particiones de 2n en tres partes tales que la
suma de dos cualesquiera de las partes es mds grande que la tercera.

3.4 El principio del palomar y el teorema de Ramsey

Acabamos este capitulo desarrollando otro principio simple con resultados bien poco triviales.
A diferencia de los principios de las secciones anteriores, el que veremos aqui no proporcio-
na una herramienta de enumeracion, sino que garantiza sélo la existencia de configuraciones
particulares en hipdtesis muy generales. La filosofia general se podria resumir diciendo que
determinadas configuraciones son inevitables cuando los conjuntos son suficientemente gran-
des.

El principio del palomar se conoce también como principio de Dirichlet y viene a decir
que, si muchas palomas se ponen en un palomar que tiene pocos agujeros, en alguno de los
agujeros tiene que haber més de una paloma. M4s formalmente se puede enunciar de la manera
siguiente.

Principio de Dirichlet En una selecciéon de k + 1 elementos, o mds, de un conjunto de k ele-
mentos, algin elemento aparece dos o més veces.

De acuerdo con este principio, en una reunién de mas de doce personas, al menos dos han
de haber nacido en el mismo mes; o aun, en una ciudad de mas de dos millones de habitantes,
al menos dos personas deben tener el mismo nimero de cabellos (no hay casos conocidos de
personas con mas de 2 millones de cabellos).

Una aplicacién menos evidente es la siguiente.
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Proposicion 3.22. En una sucesion estrictamente creciente de 2n, n > 1, nimeros enteros entre
ly3n,1<a) <ap <--- <ay, < 3n,debe haber dos, a; < a;, la diferencia entre los cuales sea
exactamente a; —a; =n— 1.

Demostracion. Consideremos la sucesién formada por la sucesiéon original y los elementos
obtenidos suméndoles (n — 1),

ai,az, ... ,dy,ai +(I’l— 1)?a2+(n_ 1)? aaZn+(n_ 1)

Esta sucesion tiene 4n ntimeros entre 1 y 4n — 1, de manera que, por el principio de Dirich-
let, debe tener dos nimeros iguales. Como en la coleccién original todos los nimeros son
diferentes, debe ser a; = a; + (n— 1) para algunos i, j. O

Ejercicio 3.23. Demostrar que en la proposicion anterior no se puede asegurar que haya dos
términos de la coleccidn la diferencia entre los cuales sea exactamente n (comprobarlo primero
paran=2yn=3).

Ejercicio 3.24. Un jugador de ajedrez quiere jugar un maximo de 45 partidas en un mes (de
30 dias) para no fatigarse. Para mantenerse en forma, pero, quiere jugar al menos una partida
cada dia. Demostrar que hay un periodo de como mucho 14 dias consecutivos en los cuales
juega exactamente 14 partidas.

Una generalizacion sencilla del principio de Dirichlet es la siguiente.

Proposicion 3.25. En una seleccién de m elementos de un conjunto de tamaiio k < m hay algin

elemento que aparece al menos [ %] veces.

Por ejemplo, en una reunién de 40 personas, al menos 4 han nacido en el mismo mes, ya
que [40/12] = 4. Si se reparten 10 personas en dos grupos, uno de los dos tiene 5 personas o
mds, y si son 11, alguno de los dos grupos tiene al menos 6 personas. Si un ordenador tiene
8000 bits de memoria libre en ocho posiciones diferentes, una de las posiciones tiene al menos
1000 bits libres. O también, si la media de edad de un grupo de personas es de 20 afios, alguna
debe tener 20 afios 0 més y alguna otra 20 afios 0 menos.

Una aplicacién més dificil de esta segunda version del principio de Dirichlet es el siguiente
teorema del gran matemadtico hiingaro del siglo XX Paul Erdés.

Teorema 3.26 (Erdds—Szekeres, 1935). En una sucesién cualquiera de n* + 1 enteros dife-
rentes, o bien hay una subsucesion estrictamente creciente de n+ 1 elementos, o bien hay una
estrictamente decreciente de n+ 1 elementos.

Demostracion. Llamamos ay,as,...,a,2,; a la sucesion original. Para cada i, llamamos c;
a la longitud de la subsucesion creciente mds larga que comienza en ;. Si alguno de los
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c; es mas grande que 7 + 1, ya hemos acabado. En caso contrario, tenemos n” + 1 enteros

Cly---,Cp2,¢241 = 1 entre 1y n, de manera que, por el principio de Dirichlet, debe haber
2
1 _ . _ _ _ . .
[%1 = n+ 1 enteros iguales. Supongamos que ¢; = ¢;, = -+ = ¢;,,,, donde i} < iy <
-++ < ipy1. Entonces los enteros correspondientes, a;,,a,,... ,d;,, forman una subsucesion

decreciente. En efecto, si fuese a;, < a;,_,, entonces, usando la subsecuencia creciente mas
larga que comienza en a;,_, que tiene longitud ¢;, ., obtendriamos una subsecuencia creciente
desde q;, de longitud ¢;, = ¢;.., + 1, contradiciendo que estos dos nimeros sean iguales. U

Analizemos por ejemplo la sucesion
10,3,2,1,6,5,4,9,8,7
Aqui n = 3, y las subsecuencias crecientes mds largas desde cada término tienen longitudes

ij]1 2345678910
ci\1333222111

de manera que no hay ninguna subsecuencia de longitud 4. Hay en cambio cuatro 1 entre
los ¢; para i = 1,8,9,10. Efectivamente, los términos 1,8,9,10 de la sucesién forman una
subsucesién decreciente.

El resultado del teorema anterior es el mejor posible en el sentido que con menos de n* +
1 enteros se pueden formar sucesiones que no satisfacen el enunciado. Por ejemplo, en la
sucesion

3,2,1,6,5,4,9,8,7
de 9 = 3? enteros, las subsecuencias crecientes y decrecientes m4s largas tienen 3 elementos.

Ejercicio 3.27. Dar ejemplos de sucesiones con 4% y 5% términos que no contengan subsuce-
siones crecientes ni decrecientes de longitud mds grande que 4 y 5 respectivamente.

Una de las generalizaciones mds complejas del principio de Dirichlet es la que formuld
Ramsey en el afio 1930. La riqueza de las extensiones y las aplicaciones de su resultado han
dado lugar a toda una teoria, que se llama teoria de Ramsey. Antes de introducir el resultado
general veremos una aplicacién sencilla.

Proposicion 3.28. En un grupo de seis personas, o bien hay tres que se conocen mituamente,
o bien hay tres que no se conocen entre ellas.

Demostracion. Llamamos a a una de las personas. Por el principio de Dirichlet, de las cinco
que quedan debe haber o bien tres que conocen individualmente a a, o tres que no la conocen.
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Supongamos que b, ¢ y d conocen a a. Si entre ellas hay dos que se conocen, ya hemos
encontrado el trio de conocidos comunes. Si no, b, ¢ y d forman un trio de mutuamente
desconocidos.

Si en cambio hay tres personas b, ¢ y d que no conocen a a, o bien dos de ellas no se
conocen (y forman con a un trio de desconocidos), o bien se conocen mutuamente y forman un
trio de conocidos comunes. O

El enunciado general del teorema de Ramsey clasifica los subconjuntos de un cierto tama-
fio k de un conjunto X en dos clases disyuntas y asegura que, si |X| es suficientemente grande,
entonces se puede encontrar un subconjunto de un cierto tamafio de manera que todos sus k-
subconjuntos sean sélo de una de las dos clases. En la proposicién anterior, clasificamos todas
las parejas (2-subconjuntos) en dos clases, las de parejas de conocidos y parejas de descono-
cidos. Entonces, o bien hay un subconjunto de 3 elementos donde todas las parejas son de
conocidos, o bien uno de 3 elementos donde todas son de desconocidos.

Teorema 3.29 (Ramsey, 1930). Sea X un conjunto de N elementos y clasifiquemos todos sus
subconjuntos de k elementos en dos clases disyuntas, A y B. Sean p,q > k dos enteros. En-
tonces, si N > R(p,q,k), un nimero que no depende de X sino sélo de p, g y k, o bien existe
un subconjunto A de tamafio p que tiene todos los k-subconjuntos en la clase A, o bien existe
otro B de tamafio g que tiene todos los k-subconjuntos en la clase B.

Observar que el teorema s6lo asegura la existencia de un cierto nimero R(p,q,k), que se
llama niimero de Ramsey, y de los subconjuntos A o B. De hecho se conocen pocos valores de
R(p,q,k). Laproposicion 3.28 es equivalente a que R(3,3,2) < 6, ya que en un conjunto de seis
elementos se pueden encontrar subconjuntos de 3 elementos de manera que todas las parejas
que contiene sean de una clase. De hecho, ya no se puede asegurar lo mismo en un conjunto
de cinco elementos. Por ejemplo, si clasificamos las parejas del conjunto X = {1,2,3,4,5} en
las clases

A {{1,2},{2,3},{2,4},{3,5},{4.5}}
B = {{174}5 {175}5 {273}7{275}5 {354}}

todos los subconjuntos de tres elementos contienen dos parejas de una clase y una de la otra,
de manera que R(3,3,2) = 6.

Demostracion del teorema. Observemos en primer lugar que para k = 1 el teorema es cierto:
Si clasificamos todos los elementos en dos clases A y B, por el principio del palomar en una de
X]
2

las dos hay al menos {—-| elementos. Por tanto, si |X| = p+ ¢ — 1, o bien hay un subconjunto

A de p elementos con todos los elementos en la clase A, o, en caso contrario, han de quedar al
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menos g elementos de la clase B. Asi, R(p,q,1) < p+¢g— 1y no es dificil ver que, de hecho,
vale la igualdad.

Otro caso en que resulta facil probar el teorema y dar el valor de R(p,q,k) es para p =k o
para ¢ = k. Si p = k, tomamos A como uno de los conjuntos de la clase A y, si no hay ninguno,
B = X tiene todos los subconjuntos de la clase B, de manera que R(k,q,k) = g. Similarmente,
R(p,k,k) = p.

Demostraremos ahora el caso general de la existencia de R(p,q,k), p > k, g > k, por in-
duccién. Supongamos que el teorema es cierto para R(p,q,k — 1) y todos los valores de p y g.
Supongamos también que es cierto para R(p’,q',k) si p’ < p 0 ¢’ < q. En particular, llamamos
p1=R(p—1,4,k) y g1 =R(p,q—1,k).

Sea X un conjunto con al menos R(py,q1,k — 1) elementos y sea xo € X. Consideremos
Xo=X\{xo} y clasifiquemos todos los subconjuntos de tamafio (k— 1) de X, en las clases A’
y B’ de manera que U C X estd en la clase A’ (respectivamente, B') si y sélo si U U{xo} C X
estd en la clase A (respectivamente, B). Entonces, o bien hay un conjunto A’ de tamafio p; con
todos los subconjuntos de tamafio k — 1 en la clase A’, o bien hay un conjunto B’ de tamafio g,
con todos los subconjuntos de tamafio k — 1 en la clase B'.

En el primer caso, como p; = R(p— 1,¢,k), o bien existe un subconjunto A C A’ de tamafio
(p—1) que tiene todos los subconjuntos de tamafio k en la clase A, caso en el cual AU{xy } tiene
tamafio p y la misma propiedad, o bien existe un conjunto B C A’ de tamafio g que tiene todos
los subconjuntos de tamafio ¢ de la clase B, tal y como queriamos demostrar. Un razonamiento
similar se aplicaria si lo que existe es un conjunto B’ de tamafio ¢g;. U

Aunque se conocen muy pocos valores de los nimeros de Ramsey R(p, ¢,k), la demostra-
cién anterior proporciona una cota superior de estos nimeros.

Corolario 3.30. Los nimeros de Ramsey satisfacen la desigualdad
R(p,q,k) <R(R(p—1,4,k),R(p,qg = 1,k),k=1) +1
En particular, para k = 2, la desigualdad anterior se puede escribir de la manera siguiente:
Corolario 3.31. R(p,q,2) < (p;ﬂz)

Demostracion. Tenemos R(p,2,2) = p = (pf ]), de manera que el resultado es cierto para
g =2. Similarmente, R(2,¢,2) = (). Supongamos que el resultado es cierto para R(p',¢',2) si
p' < pobien ¢ < q. Usando la desigualdad del corolario anterior y el hecho de que R(p,q, 1) =
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p+q—1,

R(paqaz) < R(R(p_17Qa2)aR(paq_152)a1)+l
= R(p_laqa2)+R(paq_la2)

(p~l—q—3> <p+q—3>
+
p—2 p—1
ptq—2

p—1

N

Notas bibliograficas

El desarrollo y la sistematizacién de los principios que se han visto en este capitulo se han
producido basicamente durante el siglo XX, a medida que los métodos de enumeracioén y la
combinatoria en general han ido formando un cuerpo tedrico con identidad propia. El princi-
pio de inclusién-exclusion, formulado en su version moderna por Da Silva (1854) y Sylvester
(1883), forma parte de los llamados métodos de criba (sieve methods) utilizados en teoria de
nimeros. Sylvester fue también quien introdujo los diagramas de Ferrers para el estudio de par-
ticiones. A pesar de su nombre, E. Catalan (1814-1894) fue un matemdtico belga que estudid
la formacion correcta de paréntesis. El principio de reflexién que se ha usado para obtener los
ntimeros de Catalan fue introducido por el matemético francés D. André a comienzos del siglo
XX. El Teorema de Ramsey ha sido la fuente de toda una rama de la combinatoria, llamada
justamente Teoria de Ramsey, que gira alrededor de la idea de que un conjunto llega a contener
subconjuntos con propiedades preestablecidas siempre que se tome un niimero suficiente de
elementos.

Los temas que aparecen en este capitulo se pueden encontrar en la mayoria de textos de
combinatoria o matematica discreta. Los libros de Biggs [1] y de Hall [2] son ejemplos exce-
lentes. El texto de Stanton y White [3] pone énfasis en el aspecto constructivo y algoritmico de
estos problemas.
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Problemas

. (Cudntos nimeros hay entre 1000 y 10000 que no sean divisibles por 3 ni por 77
. (Cudl es el nimero entero mds pequeflo que no tiene més de cuatro divisores primos?

. Demostrar que el niimero de enteros n < N que no son divisibles por los primos del

conjunto P = {2,3,5,7} es

N=SINJi|+ 3 INfijl = Y IN/ijk]+[N/210]

icP i,jepP i,jkeP

Calcular este namero si N = 210k.

. Demostrar que el nimero de matrices cuadradas (a;;) de tamafio 3 x 3 y coeficientes a;;

enteros no negativos tales que la suma de los coeficientes de cada fila y la suma de los
coeficientes de cada columna vale r € N es

() =)

. Demostrar que el nimero e(n — m) de aplicaciones exhaustivas de un conjunto X de n

elementos en un conjunto Y de m elementos viene dado por la expresion

e(n—m)=m"— (T) (m—1)"+ (’;) (m—2)" =+ (=1)"'m

. Demostrar que el nimero de palabras de longitud 2n que se pueden formar de un alfabeto

de n letras sin que dos letras seguidas sean iguales es

% <(2n!) - (’f)z(zn— 1)+ (Z) 22(2n—2)! —---(—1)"2”n!>

. Usando el principio de inclusién-exclusién, contar cudntas combinaciones con repeticién

de tamafio 11 se pueden formar con 3 elementos x;,x,,x3 si x| no puede aparecer mas
de r; = 3 veces, x; no puede aparecer mds de r, = 4 veces y x3 no puede aparecer mas
de r3 = 6 veces (llamamos A; al conjunto de combinaciones con mds de r; elementos x;,
i=1,2,3).

. Un ordenador efectda el producto de #» nimeros por parejas usando la propiedad asocia-

tiva (por ejemplo, x1xpx3x4 se puede multiplicar haciendo primero x;x;, el resultado por
x3 y el resultado por x4, es decir, (((x1x2)x3)x4). Sino se puede alterar el orden de los
elementos, ;/de cudntas maneras diferentes se puede efectuar el producto de n nimeros?
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Demostrar, a partir de una biyeccion, la identidad
n\(k\ _ [(n\(n—m
k)\m) \m)\k—m
Si X ={1,2,...,n}, una funcién f: X — X es mondtona si x <y = f(x) < f(y).

Demostrar que el nimero de aplicaciones monétonas que verifican f(i) <i,i € X es el
numero de Catalan C,,.

Usando una biyeccién con las secuencias de longitud (m + n) de ceros y unos con m

ceros, demostrar que el nimero de diagramas de Ferrers que caben en un rectdngulo

mxnes ("),

Demostrar que hay tantas particiones autoconjugadas de n como particiones con una
parte de tamafio &’ y el resto de tamafio < 2k para algin k.

Tenemos una caja con i bolas de color ¢; parai=1,... ,n. Demostrar que, dado k < n, el
minimo nimero de bolas que es preciso extraer para tener la seguridad que habrd k del
mismo colores (k—1)(n— (k/2)+ 1)+ 1.

Demostrar que en cualquier subconjunto Y de tamafo nde X = {1,2,...,2n} hay un par
de elementos a,b €Y tales que a divide a b.

Dada cualquier sucesion ay, ... ,a, de p niimeros naturales, ;hay alguna subsecuencia de
términos consecutivos a;,d;+ 1, ... ,d;1x tal que p divide a la suma a; + a;+1 + - - + adjrx?
Demostrar que, para cualquier particién de los pares de elementos de un conjunto X de

cardinal 17 en tres clases A,B,C, o bien hay tres pares de la clase A, o bien tres de la
clase B o bien tres de la clase C.
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Capitulo 4

Funciones generadoras

1. Ecuaciones de recurrencia

2. Funciones generadoras

3. Ecuaciones de recurrencia lineales
4. Ndmeros combinatorios

En este capitulo se tratan técnicas de resolucién de problemas de enumeracién en los cuales
se obtienen expresiones del resultado en términos del tamafio del problema. Cuando estas ex-
presiones relacionan la solucién del problema en tamaios diferentes, se obtienen las llamadas
ecuaciones de recurrencia, que se exponen en la primera seccién y donde se obtienen también
ecuaciones de recurrencia para muchos de los problemas considerados en los dos capitulos an-
teriores. En particular se introduce la famosa sucesién de Fibonacci, que es un ejemplo muy
representativo. Las funciones generadoras, que se introducen en la seccidn 2, constituyen una
de las herramientas mds versdtiles para el tratamiento de problemas de enumeracién. En es-
ta seccién se ven algunas de las manipulaciones mds comunes de las funciones generadoras
ordinarias, se expone un ejemplo de aplicacion en relacion a los coeficientes binomiales y se
introducen también las funciones generadoras exponenciales. Aunque no es estrictamente ne-
cesario, el conocimiento de los desarrollos en serie de potencias de funciones de variable real
o compleja puede hacer mas facil y rica la lectura de esta parte. En la seccién 3 se usan fun-
ciones generadoras para obtener un procedimiento sistemdtico de resolucién de las llamadas
ecuaciones de recurrencia lineales. La resolucién hace intervenir la descomposiciéon de frac-
ciones racionales en fracciones simples. En esta cuestion, también el conocimiento de este tipo
de descomposicion (que se usa también para el célculo de primitivas de funciones racionales)
hard mas 4gil la lectura de algunos fragmentos. Finalmente, en la dltima seccién se hace una re-
visién de los nimeros combinatorios bajo la éptica de las funciones generadoras. Aparte de los
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coeficientes binomiales, discutidos en la seccidn 2, se revisan los desarreglos, los nimeros de
Catalan y las particiones. Por otra parte, se completa la descripciéon de niimeros combinatorios
con los llamados niimeros de Stirling y niimeros de Bell.

4.1 Ecuaciones de recurrencia

El enunciado de un problema combinatorio de enumeracién hace intervenir uno o mas nime-
ros naturales que dan las dimensiones del problema. Por ejemplo, en la enumeracion de los
subconjuntos de tamafio k£ de un conjunto de tamafio #, las dimensiones del problema son n y k.
A menudo es ficil, si no trivial, resolver los problemas en dimensiones pequefias. También es
frecuente que la solucién se pueda expresar en términos del mismo problema en dimensiones
mds pequeias. Las expresiones que dan estas relaciones son lo que se llama ecuaciones de
recurrencia.

Comencemos con un problema conocido, el de contar el nimero de subconjuntos de tamafio
k del conjunto X = {x;,x2,...,x,}. Este nimero no depende de los elementos del conjunto X,
sino sélo de su tamaiio n y del tamafio £ de los subconjuntos que queremos extraer. Llamamos
a este nimero, provisionalmente, por C(n,k). Es fécil contar cudntos subconjuntos hay de
tamafio 1, C(n, 1) = n. También es fécil ver que C(n,n) = 1. En cuanto a la solucién general,
de todos los subconjuntos de tamafio k£ que podemos formar en el conjunto X, los hay que
contienen el elemento x; y los hay que no. Los que contienen el elemento x; son los que
se pueden formar afiadiendo k — 1 elementos de los n — 1 elementos de X diferentes de x.
Este es, sin embargo, el mismo problema: ;cudntos subconjuntos de tamafio kK — 1 se pueden
formar de un conjunto de n — 1 elementos? De acuerdo con nuestra notacién, este nimero es
C(n—1,k—1). De forma similar, los subconjuntos que no contienen x; son los de tamafio k
que se pueden formar con los n — 1 elementos de X diferentes de x;. Asi obtenemos la relacién

C(n,k) =C(n—1,k)+C(n—1,k—1) “4.1)

Una ecuacion de recurrencia para una sucesioén de nimeros f(n,ny, ... ,ni), donde ny, ...,
ny son las variables de la ecuacién (usualmente enteros positivos) es una expresion que da el
valor de f(n,ny,...,n;) en términos de f(n),n},... ,n;) para valores n; < n; mas pequefios de
las variables. Una ecuacién de recurrencia determina los valores de la sucesidn si se establece
(i) el dominio de validez de la ecuacién en términos de las variables y (ii) un conjunto suficiente
de valores particulares de la sucesion.

En el ejemplo anterior, la relacién 4.1 es una ecuacidén de recurrencia de dos variables,
vdlida para enteros positivos n,k con k < n, que determina los valores de la sucesién C(n, k)
si se especifican por ejemplo los valores C(n,1) y C(n,n), ya que la aplicacién reiterada de la
recurrencia 4.1 conduce a nimeros de estos dos tipos.
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Las ecuaciones de recurrencia son muy Uutiles cuando se quiere resolver un problema par-
ticular (para ciertos valores concretos de n y de k en el ejemplo anterior), ya que el célculo se
puede mecanizar con mucha facilidad. En otras palabras, una ecuacion de recurrencia es ya un
algoritmo recursivo para hacer cdlculos. Lo tinico que se necesita es un punto de partida para
poner en marcha el proceso. En el nuestro ejemplo, podriamos calcular C(4,3) sabiendo que
C(n,1) =n, C(n,n) = 1, para todo n € N, haciendo

C(4,3)=C(3,3)+C(3,2) =14+(C(2,2)+C(2,1)) =1+ (2+1) =4

En cambio, las ecuaciones de recurrencia tienen el inconveniente que no dan ninguna in-
formacién sobre el valor de las soluciones si no se calculan explicitamente. Por esto resulta
interesante intentar encontrar técnicas que permitan reducir una ecuacién de recurrencia a lo
que se llama una solucién cerrada, que quiere decir una expresidn que pueda ser evaluada
en una cantidad fija de operaciones aritméticas (sumas y diferencias, productos y cocientes,
exponenciacién y radicacién). En problemas combinatorios se admite también como expre-
sién cerrada el factorial de un nimero (aunque de hecho corresponde a una cantidad variable
de multiplicaciones) y a menudo también expresiones con sumatorios. Asi, por ejemplo, la
solucién que hemos obtenido en el capitulo 2

=)=

se admite como una expresién cerrada, mientras que la relacion 4.1 ciertamente no lo es.

En esta seccién veremos como muchos de los problemas de los dos capitulos anteriores
admiten también un tratamiento en términos de ecuaciones de recurrencia. En secciones pos-
teriores se analizardn técnicas especificas para resolver algunas de estas recurrencias.

Los coeficientes binomiales satisfacen un nimero considerable de ecuaciones de recurren-
cia de las cuales se han visto ejemplos en la tltima seccién del capitulo 2. La més caracteristica
es la ecuacion 4.1, que hemos discutido mas arriba y que proporciona la base para construir el
tridngulo de Tartaglia.

Recordemos que un desarreglo de n simbolos es una permutacién que no deja ningin
simbolo en su sitio. El nimero D, de desarreglos de n simbolos se puede obtener también
por una ecuacién de recurrencia. Consideremos el conjunto A; de los desarreglos de 12...n en
los cuales 1 ocupa la posicion i # 1. Sea Al-1 el conjunto de estos desarreglos en que i ocupa la
posicién 1,y A? =A; \Al1 el resto. Paran =5y i = 2 tendremos, por ejemplo,

Al A9

21453 31254 41253 51234

21534 31524 41523 51423
31452 41532 51432
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Si se intercambian los simbolos 1 e i en la identidad, para completar un desarreglo es pre-
ciso mover de su sitio los (n — 2) simbolos que quedan y distribuirlos en las (n —2) posiciones
libres. Por tanto, hay tantos elementos en A} como desarreglos de los (n —2) simbolos dife-

rentes de 1 y de i, All| = D, ;. Por otra parte, si i no ocupa la posicién 1, llamando ‘1’ al

simbolo i establecemos una biyeccion entre A? y los desarreglos de (n— 1) simbolos (tenemos

los simbolos 1...n sin el simbolo i y las posiciones 1...n sin la posicién i). Asi, A2| =D,_;.
Entonces, |A;| = |A}| +|A?| = D, + D, para cualquier i. De
D, =AU... A,
donde la unién es disyunta, obtenemos la ecuacién de recurrencia
Dy = (n—1)(Dp—2+ Dy—1) (4.2)

valida para todos los enteros positivos n > 2, y que determina los valores de D, a partir de
D1 =0y D, = 1. A partir de estos valores, se obtiene la sucesion

0,1,2,9,44,265,. ..

Ejercicio 4.1. Encontrar una ecuacién de recurrencia para el nimero DX de permutaciones
de 12...n que dejan exactamente k simbolos en su sitio. Usarla para obtener los 5 primeros
valores de Dg.

Los niimeros de Catalan satisfacen también una ecuacién de recurrencia caracteristica.
Recordemos que los nimeros de Catalan C,, cuentan, entre otras cosas, el niimero de secuencias
de 2n paréntesis sinticticamente correctos (es decir, sin que se cierre un paréntesis que no ha
sido abierto antes). Dada una de estas secuencias, llamamos & al entero més pequeiio tal que
la subsucesion de los primeros 2k paréntesis también es sintdcticamente correcta. Por ejemplo,
en las 5 sucesiones correctas de 6 paréntesis,

(0N, (OO, (MO, OO0, OO)

los valores de k son 3, 3, 2, 1 y 1 respectivamente. Todas las secuencias que tienen un valor
fijado de k se obtienen concatenando una secuencia correcta de longitud k£ — 1 cerrada entre pa-
réntesis con una secuencia correcta de longitud (n — k), de manera que el nimero de secuencias
con este valor es Cy_1C,,—. Asi pues, tenemos la ecuaciéon de recurrencia

n n—1

Co= Y Cro1Cui = Y, CkCri—1 (4.3)
k=1 k=0

vélida para enteros positivos n > 2 si definimos Cp = 1. A partir de los valores obvios C; =1

y Cy = 2, se obtiene la secuencia

1,2,5,14,42,132, ...
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Ejercicio 4.2. Demostrar la ecuacion 4.3 usando la expresion C, = nl? (Zn”) y las propiedades

de los coeficientes binomiales.

Las particiones de un entero n en k < n partes, pr(n), se pueden obtener también por medio
de una recurrencia. Para cada particién

n=x1+x2+-+x, x12x2---2x=1
tenemos una expresion del tipo
n—k=yi+yt-ty, vizypz-2uz0

restando 1 a cada x;. Si algunos de los valores y; valen cero, tenemos en realidad una particién
de (n— k) en menos de k partes, de manera que obtenemos la ecuacién de recurrencia

pr(n) = pr(n —k) + pr—1(n—k) + -+ p2(n— k) + p1(n — k) (4.4)

vdlida para enteros positivos n > k > 1. Para k = 2, por ejemplo, los valores de pi(n) =1y
p2(2) = p2(3) = 1 determinan la sucesién py(n), n > 2

1,1,2,2,3,4,4,4,...

Acabaremos esta seccién con una de las ecuaciones de recurrencia mas célebres: la que da
lugar a la llamada sucesion de Fibonacci. Uno de los problemas que lleva a esta sucesion es
el de determinar el nimero de secuencias de longitud # con los simbolos 0,1 de manera que
no haya dos ceros seguidos. Llamamos S, al conjunto de estas sucesiones y s, = |S,|. Por
ejemplo, las sucesiones de longitud 3 de ceros y unos sin dos ceros seguidos son

111 110 101 011 010

de manera que s3 = 5. Obtendremos ahora una ecuacién de recurrencia para s,. Hay tantas
sucesiones de S, que acaban en 1 como s,,_;. En cambio, si acaban en cero, el penidltimo digito
debe ser 1, de manera que el niimero de sucesiones de longitud » sin dos ceros consecutivos y
acabadas en cero es s,_. Tenemos por tanto la ecuacién de recurrencia

Sp = Sp—1+Sp—2 (45)

vélida para cualquier entero positivo n > 2. A partir de los valores s; =2y s, = 3 obtenemos
la sucesién

2,3,5,8,13,21,...
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La ecuacidén de recurrencia 4.5 es la que define los niimeros de Fibonacci salvo que los valo-
res iniciales son diferentes que los de la sucesion s,. Si llamamos F;, al nimero n-ésimo de
Fibonacci, tenemos

Fo=F1+F2 K=0 F=1 (4.6)

de manera que s, = F,,_, para n > 2 (también es comin la asignacién de valores iniciales
Fo=F, =1, conlo cual s, = F,_1). La popularidad de la sucesién de Fibonacci reside tanto
en la frecuencia con que aparece en problemas combinatorios y su amplia aplicabilidad como
en la simplicidad de la ecuacién de recurrencia que la define. En la seccién 3 se tratard la
resolucién de una clase general de ecuaciones de recurrencia y, en particular, obtendremos una
expresion cerrada de estos ndmeros.

Ejercicio 4.3. Supongamos que en una poblacién de conejos en cada periodo hay tantos ma-
chos como hembras y se aparean para tener dos conejos, un macho y una hembra. Los recién
nacidos se incorporan al ciclo reproductor dos periodos después de haber nacido. Encontrar
una ecuacion de recurrencia para la sucesion u,, que da el nimero de individuos en el periodo 7.
Dar los primeros cinco términos de la sucesion si inicialmente hay una Unica pareja de recién
nacidos.

4.2 Funciones generadoras

De acuerdo con lo que se exponia en la seccién anterior, muchas veces un problema combi-
natorio se puede interpretar como la determinacién de una secuencia u, de nimeros, cada uno
de los cuales es la solucién del problema de tamafio n. El concepto de funcién generadora
permite trabajar con la secuencia entera ‘almacendndola’ en una funcién. En esta seccién ve-
remos de qué manera se hace esto y qué ventajas supone para la resoluciéon de los problemas
de enumeracion.

Dada una secuencia de nimeros u,, n > 0, se llama funcion generadora ordinaria de esta
secuencia la expresion

U(x) = ug +upx+upx® +--- = Y U
n>0

La expresion anterior es lo que se llama una serie formal y la sucesion {ug,u;,...} es
su sucesion de coeficientes. Las series formales son una extensién de los polinomios. De
hecho, los polinomios son las series formales con s6lo un niimero finito de elementos no nulos'.

'En el capitulo 12 hay una seccién dedicada a tratar el anillo de polinomios, una lectura de la cual puede ayudar
a familiarizarse en algunas de las cuestiones que trataremos aqui.
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Como en éstas, se pueden definir las operacionas algebraicas de suma y producto asi como
también la operacién de derivaciéon. En primer lugar, diremos que dos series formales son
iguales si tienen la misma sucesi6n de coeficientes. Dadas dos expresiones U (x) = ¥, Ux"
y V(x) = X,50 vax", definimos su suma como la expresion

Ux)+V(x) = (up+vy)x" 4.7
n>0
y su producto como
Ux)V(x) = cux" (4.8)
n>0

donde
Cn = UQVyp +UIVp—1 + -+ Uy—1V] + UV

(recordar la suma y el producto de polinomios).
Diremos que U (x) es la inversa respecto del producto de V(x) si el producto de las dos
serieses 1 =1+0-x4+0-x%+---, y escribimos

Por ejemplo, la inversa respecto del producto de
V(x)=1+x+x>+--

(la serie asociada a la sucesién que tiene todos los términos iguales a 1) es la serie U (x) = 1 —x,
ya que, de acuerdo con la ley del producto que hemos definido,

(1—x)(I+x+x*+---)=1
y escribimos

1

T ot o= 3 o=

n>0

4.9)

Esta dltima igualdad no se debe entender como una igualdad de funciones. Si substituimos
x por 1/2, el valor numérico de los dos lados de la igualdad es el mismo. En cambio, si
substituimos x por 2, a la izquierda de la igualdad obtenemos una serie numérica divergente y
a la derecha obtenemos —1. Este hecho, sin embargo, no nos impide considerar la igualdad 4.9
como una igualdad vélida en el conjunto de las series formales. Desde este punto de vista,
tenemos el resultado siguiente:
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Proposicién 4.4. Una serie formal U (x) = ¥,,>ou,x" es invertible si y s6lo si ug # 0.

Demostracién. La serie U(x) es invertible si existe una serie V (x) = Y0 vix* de manera que
W (x) = U(x)V(x) = 1. De acuerdo con la definicién del producto de series, los coeficientes de
W (x) satisfacen las relaciones,

wo = ugvy = 1
de donde tiene que ser vo = 1/ug (que estd bien definido si uy # 0)
wy =ujvo+upv; =0
de donde tiene que ser v; = ujvy/ug, y, en general,
Wp = upvo +up_1vy +--- +uU1vp—1 + Uovp

que proporciona recurrentemente el coeficiente v, en términos de los coeficientes de U (x) y los
coeficientes v;,_1,..., v encontrados anteriormente. Asi entonces, este procedimiento permite
identificar los coeficientes de una serie V (x) inversa de U (x). O

Otra de las operaciones utiles en el conjunto de las series formales es la de derivacion. La
derivada de la serie U (x) = ¥,,5( u,x" se define como

U'(x) =Y, Nt x" !

n>1

Una de las ventajas de concentrar la secuencia {u,}n,en en una expresién global U (x) =
2a>0Unx" es justamente la posibilidad de efectuar el tipo de manipulaciones algebraicas que
hemos descrito hasta aqui. Muchas veces, el uso de estas manipulaciones proporciona expre-
siones explicitas de los términos u, de la secuencia. En lo que sigue veremos una primera ilus-
tracién de la versatilidad de las funciones generadoras revisando los coeficientes binomiales y
algunos problemas combinatorios asociados a estos nimeros en la perspectiva de las funciones
generadoras.

Recordemos cdmo obteniamos la férmula del binomio en la seccién 3 del capitulo 2 por
medio de un argumento combinatorio. Al desarrollar el producto

(14x) - (1+x)

.

e

n

el coeficiente de x* cuenta el nimero de maneras de escoger x en k de los paréntesis y 1 en
los 1 — k restantes. En otras palabras, el coeficiente de x* es el niimero de combinaciones de
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elementos tomados de k en k, (Z) Para # fijo, tenemos entonces que la funcién generadora de
la secuencia uy, = (Z) (recordemos que (Z) =0sik>n)es

Uy = (1+2)" =3 () 4.10
@ =0+=5 ;) @10

En este caso la funcién generadora tiene s6lo un niimero finito de sumandos, de manera
que se puede interpretar también como una funcién de x. De aqui se obtienen, por ejemplo, las
relaciones

Up(1) = k;) (Z) —on

que da el ndmero total de subconjuntos de un conjunto de n elementos, o

Derivando la ecuacién 4.10, obtenemos

wwzzﬁﬁﬁl

k>l

que coincide con la derivada usual de (1+x)", U'(x) = n(1+x)"~!, de donde se obtiene

U/

W(1) = (Y) +2<;> ++n<Z> = 2!

A partir de laigualdad Uy, = (1+x)*" = (14x)"(1+x)" = (U,(x))?, igualando los coeficientes
del mismo grado en los dos lados de la igualdad y usando la identidad (Z) = ( k), se obtiene

la relacion -
2n _(n 2 n n\ 2 - n\ 2
n) \0 1 n

Estos son algunos ejemplos de cdmo el uso de funciones generadoras proporciona resulta-
dos de otro modo dificiles de obtener y de demostrar.
Consideremos ahora el producto

(I4x+x%) - (1 +x+x%)

[\

e
n

2

El coeficiente de x* cuenta el nimero de maneras de escoger 1, x o x*> en cada uno de los

paréntesis de manera que la suma total de exponentes sea k. Si identificamos cada paréntesis
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con un simbolo, la potencia cero se puede asociar al hecho que no se escoge el simbolo, la
potencia 1 al hecho que se escoge una vez y la potencia 2 al hecho que se escoge dos veces.
Asf, el coeficiente de x* cuenta el niimero de combinaciones de n simbolos tomados de k en k
de manera que cada simbolo puede aparecer hasta dos veces. Por ejemplo, las combinaciones
de 4 elementos tomados de 3 en 3 admitiendo hasta dos apariciones de cada elemento son

123 134 124 234

112 113 114
21 223 224
331 332 334
441 442 443

y hay tantas como el coeficiente de x> en
(14+x+x3)* =14 4x+ 1002 + 16x° + - --
La funcién generadora de este tipo de combinaciones es entonces
Up(x) = (14+x+x%)" (4.11)

Ejercicio 4.5. Sea u; el nimero de combinaciones de n elementos tomados de k en k en las
cuales el elemento i puede aparecer hasta r; veces. Encontrar la funcién generadora de la suce-
sién uy. Usando esta funcidon generadora, calcular el nimero de combinaciones de 4 elementos
tomados de 3 en 3 de manera que el elemento x; puede aparecer una vez, el elemento 2 puede
aparecer dos veces y los elementos 3 y 4 pueden aparecer tres veces.

Llevando al limite la generalizacién que se propone en el ejercicio anterior, se puede obte-
ner el nimero de combinaciones con repeticién de n elementos tomados de k en k: si no hay
limitaciones en el niimero de veces que puede aparecer un elemento, la funcién generadora es

Ux)=(1+x+x>+--)"

La expresion V(x) = 1 +x4+x> +--- = Zkgoxk es la funcién generadora de la secuencia
vk = 1, k > 0. Recordemos que en la ecuacién 4.9, habiamos obtenido una expresién mas
compacta de esta funcién como V(x) = 1/(1 —x). Asi entonces, la funcién generadora del

nimero de combinaciones con repeticion de n elementos tomados de k en k, u; = (”%71), es

Ulx) = ﬁ = (”H;_ 1>xk 4.12)

k>0

El conocimiento de esta funcidén generadora es ttil para tratar y resolver problemas simi-
lares. Por ejemplo, el nimero de combinaciones con repeticién de n elementos tomados de k
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en k de manera que cada elemento aparece un nimero par de veces es, siguiendo los mismos
argumentos,

1

Ejercicio 4.6. Determinar la funcién generadora de las combinaciones con repeticién de n

W) =(14+x>+x* 4+ )" = (4.13)

elementos tomados de k en k, k > 0, en los cuales cada elemento aparece un nimero impar
de veces. Usar esta funcion generadora para determinar el nimero de combinaciones de 4
elementos tomados de 3 en 3 en las cuales cada elemento aparece un nimero impar de veces.

Acabamos esta seccion viendo brevemente otra clase de funciones generadoras. Ademds de
la funcién generadora ordinaria de una sucesion {u, },cn, se consideran habitualmente otros
tipos de funciones generadoras. Particularmente interesantes son las funciones generadoras
exponenciales. La funcion generadora exponencial de la sucesion {u, }nen es
Un

!
w0 !

E(x) =
La diferencia con las funciones generadoras ordinarias es entonces que los coeficientes se di-
viden por n!. Por ejemplo, del andlisis elemental sabemos que la funcién generadora de la

sucesion (1,1,1,...) es la funcién exponencial,
1
Z —'.Xn = ex
n>0"""

La ventaja de esta modificacién respecto de las funciones generadoras ordinarias consiste
sobre todo en la propiedad siguiente:

Proposicién 4.7. Si E(x) y G(x) son las funciones generadoras exponenciales de las secuen-
cias {u, bnen ¥ {va}nen respectivamente, entonces E(x)G(x) es la funcién generadora de la
secuencia {s, }nen con

Demostracion. Se trata simplemente de efectuar el producto

EMGEH) = [ 300 | [ T 0w ) = 3 pedt

k>0 % r>0"" k>0

Al reunir todos los coeficientes de una misma potencia n obtenemos el coeficiente

Y o
17!
et !
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de manera que el coeficiente n-ésimo de la funcién generadora exponencial E (x)G(x) es

n
UV, n
| — =
n Z k! Z k UpVn—k
. k=0

k+r=n

O

Recordemos que, si U(x) y V (x) son las funciones generadoras ordinarias de las sucesiones
{un }nen Y {vn}nen respectivamente, entonces U (x)V (x) es la funcién generadora ordinaria de
la sucesion {cx = Z’,‘lzo UnVk—ntken. El uso de funciones generadoras exponenciales propor-
ciona una herramienta alternativa para describir combinaciones de sucesiones en términos de
funciones generadoras. En la tdltima seccién de este capitulo se verdn algunas situaciones en
que el uso de las funciones generadoras exponenciales resulta mas adecuado que el de funcio-
nes generadoras ordinarias.

4.3 Ecuaciones de recurrencia lineales

Una de las aplicaciones de las funciones generadoras es la de resolucion de ecuaciones de re-
currencia. La idea bésica de esta aplicacion estd en el hecho que la traslacién de indice en una
funcién generadora se traduce simplemente en una expresion algebraica: el producto por una
potencia de x. Por ejemplo, las series U (x) = ¥,>0 uyx" y Vi (x) = X5 tp1X", que correspon-
den a las secuencias (ug,u;,uz,...)y (0,up,uy,...) respectivamente, estdn relacionadas por la
igualdad,

Vi (x) =xU(x)

De manera similar, la serie que resulta de U(x) desplazando los indices /& posiciones hacia
adelante es

Va(x) =Y, tp_p” =x"U(x) (4.14)
n>h
que corresponde a la succesion de coeficientes (0, ... ,0,ug,uy,...).
N——

Este hecho permite en general analizar las ecuaciones de recurrencia mediante funciones
generadoras. En esta seccidn se usard para obtener un procedimiento sistemdtico de resolucién
de una clase amplia de ecuaciones de recurrencia: las ecuaciones de recurrencia lineales.

La secuencia u, satisface una ecuacién de recurrencia lineal homogenea de orden k si

Uy = A Up_| +aolty 2+ + Uy, n=k (4.15)
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para ciertas constantes ayp,...,ax. Los términos de la secuencia quedan determinados por la
ecuacion y un conjunto de k valores (usualmente se dan los valores de ug,uy,... ,ux—1). Por
ejemplo, la ecuacién 4.6 de la seccidn anterior que da los nimeros de Fibonacci,

Foi2 = Fup1 + Fy, nz0, Fh=F=1

es una ecuacion lineal de orden 2.

Sea U(x) = X, unx" 1a funcién generadora de una sucesién que satisface una ecuacién de
recurrencia lineal de orden k como 4.15.

Multiplicamos los dos lados de esta ecuacién por x* y sumamos para todos los valores de
n > k para obtener

Dount =ay Y sy Xt Yy X (4.16)
n>k n>k n>k

Para expresar esta igualdad en términos de U (x) = X,,,> u,X", llamamos Uy, (x) al polinomio
de los primeros A coeficientes,

Up(x) :I/to—i—ulx-f—"'-i-uh,l)chfl, h>1

Entonces,
z upx" = U (x) — Up(x), z up1 X" =x(U(x) —Up—1(x)), -, z Up_ 1 X' = ka(x)
n>k n>k n>k

Substituyendo estas expresiones en la ecuacion 4.16, obtenemos
Ux)(1 —aix— - — apx’) = Up(x) — a1xUs—; (x) — - - - — a1 X 71U (%) (4.17)

A la derecha de la igualdad hay una suma de polinomios de grado como mucho k — 1
que denotaremos por C(x). Observemos que los coeficientes de C(x) se pueden obtener de
los valores de ug,uy,... ,ux—1. De esta manera tenemos la primera parte de la resolucién de
ecuaciones de recurrencia lineales.

Proposicion 4.8. Si {u, },cz satisface una ecuacion de recurrencia lineal de orden k
Uy =AUy 1 +aoUy o+ Fagi, i n>k

entonces la funcién generadora U (x) = 3,5 unx" €s

Cx)
Ulx) =
(x) l—ax—- —aqxk

para un cierto polinomio C(x) de grado como mucho k — 1, los coeficientes del cual quedan
determinados por los valores de ug,uy,... ,ux_1.
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Esta proposicién proporciona una expresion cerrada de la funcién generadora. Mds adelan-
te veremos com obtener los coeficientes u, a partir de esta expresion, con lo que se completa
la resolucién de la ecuacion de recurrencia inicial. Antes, sin embargo, veamos como se apli-
ca para encontrar la funcion generadora de la sucesion {F, },en de los nimeros de Fibonacci.
Recordemos que estos niimeros satisfacen la ecuacién

Fn:anl_{—anZa I’l>2, FOZOa F1:1
De acuerdo con la proposicién anterior, la funcién generadora F(x) = 3,5 Fnx" es

PO =5

donde C(x) es un polinomio de grado como mucho 1, es decir, C(x) = co+ ¢ x. Para determinar
estos coeficientes, escribimos

Cx)=Fx)(1-x—x) = (F+Fx+-)(1—x—x*) = R+ (F| — Fp)x++ -

de manera que co = Fp =0y ¢; = (—1)Fy+ F; = 1. Asi entonces,

X

Fx)=— 4.18
(x) l—x—x2 (4.18)
Una vez se ha obtenido una expresién ‘cerrada’ como la ecuacién
Cx) C(x)
Ux) = = 4.19
(x) l—apx——apxk Q(x) (+-19)

de la funcién generadora U (x), el paso siguiente consiste en obtener una expresion explicita de
los términos de la sucesion u,,. Para ello se define lo que se llama polinomio caracteristico de
la ecuacidn de recurrencia 4.15 como el polinomio

1
Pi) =t —ait" ™ — - —ae=1"0(-)

SiAq,...,As son las raices de este polinomio con multiplicidades m;, ... ,my, la descompo-
sicién
P(r) = (£ =A0)™ - (£ = As)™
proporciona una descomposicién del denominador de la expresion 4.19 de la forma Q(x) =

xkp(%) = (1 —xAy)™ .-+ (1 —xAs)™, de donde

C(x)
(1T —Agx)m - (1 = hgx)ms

U(x) =
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Descomponiendo esta fraccion racional en fracciones simples, obtenemos una expresion del
tipo

0= ((1—7%) B —kl-x)mf) “2 2 (i (4.20)

donde ¢;; son constantes que se pueden determinar a partir de los coeficientes de C(x) y de las
raices A; del polinomio caracteristico?.

Cada uno de los sumandos de esta expresion corresponde a una serie formal del tipo ¢/(1 —
Ax)™. Como hemos visto en la seccién anterior al tratar las combinaciones con repeticién
(ecuacion 4.12), la expresion general de esta serie es

a5 ()

n>0

de manera que el coeficiente n-ésimo de la serie es c(”“” 1)7\," A partir de ésta se puede en-
tonces obtener una expresion general del coeficiente u, de U (x) por medio de la ecuacién 4.20,

-y Z ('” - 1) ()" (421)
i=1j=

Asi se obtiene una expresion cerrada de la sucesién {u, }. Observemos que las constantes
que aparecen a la derecha de la igualdad son: (i) las raices A; del polinomio caracteristico (que
tiene por coeficientes los de la recurrencia) y (ii) los coeficientes ¢;; que se obtienen a partir de
estas raices y de los coeficientes del polinomio C(x), determinados a partir de k valores de la
sucesion. La ecuacion 4.21 tiene un aspecto complicado que puede oscurecer el resultado. En
realidad, lo que hemos demostrado se puede poner de forma mas simple como en la proposicién
siguiente:

Proposicion 4.9. Sea u,, una sucesion que satisface la ecuacion de recurrencia lineal

Uy = ajy—1 + -+ arup—i n>k
y sean Ay, ..., A las raices del polinomio caracteristico de la ecuacion,
Plx)=x—a ' = — g
con multiplicidades mj,... ,m;. Entonces, existen polinomios Pj(x),...,Ps(x), donde cada

P;(x) tiene grado como mucho m; — 1, de manera que

Uy, = ZS‘P,(n)k:’ (4.22)
i=1

2El lector que no conozca estas cuestiones puede consultar, por ejemplo, [2, Cap. 5].
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Ademds, los coeficientes de los polinomios P;(x) se pueden determinar a partir de los k primeros
valores de la sucesioén, ug,uq,... ,Ug_1.

En la resolucion préctica de ecuaciones de recurrencia, no es preciso disponer de una ex-
presion explicita como la de la ecuacién 4.21. El enunciado de la proposicion anterior resulta
suficiente y la ecuacién 4.22 proporciona una manera mas simple y directa de obtener los coe-
ficientes u,. Para ello sélo es preciso determinar los coeficientes de los s polinomios P;(x)
que aparecen en esta ecuacion. Esto se puede hacer poniendo en la ecuacién 4.22 los valores
iniciales ug,u1,... ,ur—1 (o cualquier otro conjunto de k valores conocidos). Veremos ahora un
ejemplo para encontrar una expresion cerrada de la sucesién de Fibonacci,

Fn:anl_{—anZa I’l>2, FOZOa F1:1

2

El polinomio caracteristico de la recurrencia es x~ —x — 1, que tiene las raices
1-5

_I+Vs
T~ Y T

ambas de multiplicidad 1. De acuerdo con la proposicién 4.9, el término general de la sucesién

A

€S

1 5 1—+/5
Fy= el +2\/_)H+C2( zf)" 4.23)

Usando los valores iniciales Fyp = 0y F; = 1, obtenemos

c1+c=0
M+ =1

dedondeclz\/igyczz\%,y

1 (1+2\G),,_(1—2ﬁ

)" (4.24)

HT‘E. Este nimero es el

Resulta bastante curioso que la solucién venga dada en términos de
llamado niimero de oro, que da la proporcion durea, considerada por los antiguos griegos como
la relacion perfecta entre medidas y que se usaba tanto en las construcciones arquitecténicas
como en escultura. Esta proporcién aparece también en ciertas manifestaciones orgdnicas na-
turales (por ejemplo, las medidas de los huesos de los dedos humanos siguen esta proporcién).
Resulta curioso también que la combinacién de nimeros irracionales en la ecuacion 4.24 dé
siempre un nimero natural F;,, cosa que seria dificil de demostrar si no dispusiésemos de una
definicién previa de los términos de la sucesion. Estos hechos sorprendentes forman parte de

la popularidad de la sucesion de Fibonacci.
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4.4 Numeros combinatorios

En esta seccidn revisaremos algunos de los nimeros combinatorios que hemos obtenido en los
capitulos anteriores bajo la dptica de las funciones generadoras. Completaremos también el
repertorio de niimeros combinatorios introduciendo los nimeros de Stirling y de Bell. Recor-
demos que la otra clase importante de nimeros combinatorios, los coeficientes binomiales, ya
ha sido tratada en la seccién 2.

Desarreglos

En la seccion 2 hemos obtenido la ecuacion de recurrencia
D, = (l’l — 1)(Dn_1 —|—Dn_2), n=2, Dy=1, D;=0 (4.25)

para el nimero de desarreglos de n simbolos, D,,. De manera similar a la manera como se ha
obtenido la funcién generadora de los coeficientes de una ecuacién de recurrencia lineal, esta
recurrencia conduce a una ecuacién en D(x).

Ejercicio 4.10. Sea D(x) la funcion generadora (ordinaria) de la sucesion {D, },en del nimero
de desarreglos de n simbolos. Multiplicando por x" la igualdad 4.25 y sumando para n > 2,
demostrar que D(x) satisface la ecuacién D(x)(1 —x?) — D' (x)(x +x°) = 1.

Aqui, sin embargo, el uso de la funcién generadora exponencial

E(x) = &x"

>0 n!
resulta més efectivo. Por ello, observemos que el nimero total de permutaciones de n simbolos
es n!, y que cualquier permutacién deja algin nimero k de elementos fijados, k =0,1,... ,n.
El nimero de permutaciones que dejan exactamente k simbolos fijados es (Z)Dn—k, ya que
n

para cada una de las ( k) elecciones de k elementos que quedan fijados podemos realizar D,,_
desarreglos con el resto. Asi pues,

=y (Z) Dy (4.26)

k=0

El aspecto de esta ecuacion recuerda la expresion de los coeficientes de un producto de funcio-
nes generadoras exponenciales: si G(x) = ¢* es la funcién generadora de la sucesion (1,1,...)
y E(x) es la funcién generadora exponencial de {D, },en, la ecuacion 4.26 indica que el pro-
ducto E(x)G(x) = E(x)e" es la funcién generadora exponencial H(x) de la sucesion {},en.
Escribiendo

or 1 2!

1 ) )
Ezl%—x—i—x —i—---:a—i-ﬂx—i-ax +---=H(x)
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obtenemos con sorprendente facilidad
1
E(x)=——¢" 4.27
() = e @27)
Esta expresion permite reobtener los valores de D,, tomando el coeficiente de grado n en
ambos lados de la igualdad. Para obtener el coeficiente de x"* a la derecha de la igualdad es

preciso hacer el producto de (1 +x+x*+---) y (1 —x+x?/2! —x* /314 ---), de donde

11 )1
Dn:n!<1—1+2—!—§+---+(—1) ;) (4.28)

Numeros de Catalan

Recordemos de la seccidén anterior que los nimeros de Catalan satisfacen la ecuacion de recu-
rrencia

C,=CCp 1 +CiCpp+---+C, 2Ci+C,_1Cy (4.29)
La forma de esta recurrencia recuerda la del producto de dos series formales. Llamamos
C(x) = Co+Crx+Cox* +---

a la funcién generadora de los nimeros de Catalan. Observemos que el coeficiente u,_; del
producto C(x) - C(x) coincide, de acuerdo con la relacién 4.29, con C,, de manera que la su-
cesion de coeficientes de (C(x))? es la sucesién de ndmeros de Catalan trasladada una unidad.
En términos de la funcién generadora, esto indica que tenemos la relacion

C(x) — 1 =x(C(x))? (4.30)

donde hemos restado 1 = Cj a la derecha de la igualdad, ya que a la izquierda no hay ‘término
independiente’. Si miramos esta relaciéon como una ecuacién de segundo grado con incégnita
C(x),

x(C(x)?=C(x)+1=0

y resolvemos la ecuacién como resolveriamos una ecuacién de segundo grado, obtenemos

Iyl —4x
N 2x
Considerada como una funcién de variable real, el signo ‘+’ hace que el valor de la funcién

C(x) 4.31)

tienda a oo cuando x tiende a cero. En cambio, con la eleccién del signo ‘—’, este limite vale
1 =Cy=C(0). Asi entonces, obtenemos la expresién de la funcién generadora de los nimeros
de Catalan de la forma

Cy) = LoVIzd Vz)lc_4x 4.32)
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Particiones

En esta parte introduciremos el uso de las funciones generadoras para tener una herramienta
mds en el andlisis de las particiones de enteros positivos y veremos también como permite
obtener resultados de forma simple.

El tipo de funciones generadoras que dan las particiones de un entero son similares a las
que dan las combinaciones con repeticiéon. Observemos primero que el coeficiente de x" en el
desarrollo de la expresion

(Tx+x2 4 ) (T2 + (F) 24 ) o (T+F + (B +-)

da el nimero de maneras de expresar n en sumandos menores o iguales a k. En efecto, al hacer
el producto se obtiene x" cada vez que n se puede expresar como

n=ny+2n,+3n3+---+kny (4.33)

Identificamos esta descomposicién de n con la particién que tiene n; ‘1’s, ny ‘2’s, ny ‘3’s,
..., n; ‘k’s. Reciprocamente, cada una de estas descomposiciones proporciona una Unica des-
composicién de n como 4.33. Asf pues, la funcion generadora P¢(x) del nimero p<i(n) de
particiones de n en partes mds pequefias o iguales a k es

1

(1—x)(1—x2)---(1—x) (4.34)

Pgy(x) =

Este argumento puede hacerse extensivo a otras particiones similares. Por ejemplo, las fun-
ciones generadoras del ndmero de particiones de n en partes pares (respectivamente, impares)
mas pequeias que 2k (respectivamente, 2k — 1) son

p _ 1
P = T @ - @

1
Pl = T ga—s e

Haciendo extensivo el razonamiento sin limitar el tamafio de las partes, obtenemos la fun-
cién generadora de las particiones de un entero

P) =
X)) =——"F7—<
[Tis1 (1 =)
la de las particiones de un entero en partes pares,
1

") = o=@
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y la de particiones en partes impares,
B 1
T (12270
Un argumento similar, atn, proporciona el nimero de particiones de n en partes diferentes,
pz(n),

Py(x)

Ps(x) = (1+x)(1+x)(1+x) - =[J(1+x) (4.35)
i>1

Con el uso de estas funciones generadoras se pueden obtener la mayoria de los resultados
que hemos visto en el capitulo anterior. Para ilustrar el tipo de argumentos que se pueden usar,
demostraremos aqui el siguiente:

Proposicion 4.11. El nimero p.(n) de particiones de n en partes diferentes coincide con el
nimero ps(n) de particiones de n en partes impares.

Demostracion. A partir de la igualdad (1 —x*) = (1 —x')(1+x'), tenemos
[Ta=x*) =[]t +x) | [ [T1 =) ) =Ps(x) { J](1 -+
i>1 i>1 il i>1

de donde

— Ps ()C)

Niimeros de Stirling y de Bell

Relacionado con el problema de las particiones de un entero positivo, otro problema clasico
es el de calcular el nimero de particiones de un conjunto. Una particion de un conjunto de n
elementos X = {1,2,... ,n} es una descomposicién de X en unién disyunta de subconjuntos.
Por ejemplo, las particiones de X = {1,2,3} son

{13{2,35 {1,233} {134 {2}; {1} {2}{3}; {1,2,3}

El nimero de particiones de un conjunto de n elementos en k subconjuntos no vacios se
llama niimero de Stirling de segundo tipo 'y se denota por {Z} Por ejemplo, para cualquier n,
{’1’ } =1 (la Unica particién en un solo conjunto es X mismo) y {Z} = 1 (todos los conjuntos
de la particion tienen un solo elemento). Por convenio, tomaremos el valor {8} =0sin>0y
{i} =0sik>n.
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Ejercicio 4.12. Demostrar que, para n > 0, {g} =211

Los nimeros de Stirling tienen un cierto parentesco con los coeficientes binomiales. En
particular, satisfacen una ecuacién de recurrencia similar que deduciremos ahora. El conjunto
Py de particiones del conjunto X = {1,2,... ,n} en k partes no vacias se puede poner como
unién disyunta del conjunto Pk1 de particiones en las cuales {1} es una parte, y su complemen-
tario P,?. Podemos establecer una biyeccion entre P,g y el conjunto de particiones de {2,...,n}
en (k—1) partes simplemente eliminando la parte {1}, de manera que |P}| = {}~ i} Por otro
lado, cada particién de P,? se puede obtener afiadiendo el elemento 1 en una de las partes de
una particién de {2,...,n} en k partes (hay k posibilidades) de manera que |P{| = k{”;l}. De

aqui,
n n—1 n—1
= 4.
{k} {k_l}Jrk{ ' } n>k>0 (4.36)

Observemos la similitud con la recurrencia (Z) = (Z:}) + (";1) de los coeficientes bino-
miales. Como en éstos, la ecuacion 4.36 permite calcular los nimeros de Stirling para valores

pequeiios en una estructura similar al tridngulo de Tartaglia:

01 7 6 1

Obtendremos ahora una expresion explicita de los nimeros de Stirling de segundo tipo
usando funciones generadoras. Como los coeficientes binomiales, estos niimeros dependen
de dos variables, n y k. En el caso de los coeficientes binomiales, hemos encontrado una
funcidén generadora para n fijado. Aqui un procedimiento similar encaja mal con la forma de la
recurrencia a causa del factor k£ que multiplica al segundo sumando. En lugar de ello, podemos
considerar la funcién generadora de {Z} para k fijo,

S =3 {Z}x”

n>0

Multiplicando los dos lados de la igualdad 4.36 por x"* y sumando para n > 0 (recordemos que
{} =0sin < k), obtenemos

Sk (x) = xSg—1 (%) + kxSk (x) 4.37)
de manera que

Sk(0) = 7
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Escribiendo ahora S (x) en términos de S;_»(x), ésta en términos de Sx_3(x) y reiterando el
proceso hasta Sy(x) = 1, obtenemos

Xk

(1—kx)(1— (k= D))~ (1 —x)

Esta es una funcién generadora racional, de manera que podemos usar la descomposicién en

Sk(x) =

(4.38)

fracciones simples como en la seccién anterior para las recurrencias lineales, y obtenemos
k

para ciertas constantes cy,...,c;. Para obtener una expresion de estas constantes, el proce-

(4.39)
(1— ]x

dimiento habitual consiste en multiplicar los dos lados de la ecuacién que se obtiene de 4.38
y 4.39

1 k Cj
(1—kx)(1 = (k—1)x)--- (1 —x) _; (1— jx)

por (1 — jx) y tomarx = 1/, con lo que la expresién de la derecha es directamente c;. De esta
manera se obtiene (ver los detalles en el ejercicio 4.13)

_ 1 —j [k
=4 (—1) <J> (4.40)
Cada uno de los sumandos de la derecha de la igualdad 4.39 corresponde a la serie formal

Z c;j'x"

n>0

l—]x

de manera que el coeficiente (n)-ésimo de la serie S (x) es

{Z} :C1+C22n+"'+ckkn

Substituyendo los valores de las constantes que hemos encontrado en 4.40, obtenemos
finalmente una forma cerrada para los ntimeros de Stirling de segundo tipo:

k
{”} — kl 2 C) k> (4.41)

Ejercicio 4.13. Demostrar la férmula de los coeficientes c¢; de la expresion

1 k

(I—=x)(1—2x)--- (1 —kx) ]:Z‘l l—jx
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Para ello multiplicar los dos lados de la igualdad por (1 — jx) y tomar x = 1/, con lo que se
obtiene

)= (= D=2 1 (=) (=D (=B

Volviendo ahora al problema combinatorio asociado a los nimeros de Stirling de segundo
tipo, supongamos ahora que queremos contar el nimero de particiones de un conjunto de n
elementos sin especificar el nimero de partes. Este es el llamado niimero de Bell de orden n,
B, y vale

" (n
B, = 4.42

Est4 claro que la férmula 4.41, que proporciona los nimeros de Stirling {Z}, puede servir
para calcular los nimeros de Bell. Los primeros de estos nimeros, con el convenio que By = 1,
son

1,1,2,5,15,52,...

Hay otra manera de obtener los nimeros de Bell. En primer lugar obtendremos una ecua-
cién de recurrencia para B,;;. Dado el conjunto X = {1,2,... ,n,n+ 1}, consideremos el
elemento 1. En cada particién de X, el elemento 1 estd en una parte de (k+ 1) elementos para
una cierta k =0,1,... ,n. Hay (Z) maneras de escoger los otros elementos de esta parte, y hay
B, particiones de los (n — k) elementos que quedan. Asi entonces,

Bup1=Y (Z) B, (4.43)

k>0

La forma de esta ecuacién de recurrencia sugiere el producto de funciones generadoras
exponenciales de la proposicion 4.7. Intentemos entonces obtener esta funcidn generadora,

X
E(X) = B}’l_'
n>0 n!

Para ello, multiplicamos los dos lados de la ecuacién 4.43 por x”* /n! y sumamos para n > 0:
x" n x"
%Bnﬂa = gﬁkgf) (k> By i~ (4.44)
n/ n/ =

En la parte izquierda de la igualdad tenemos la funcién generadora exponencial de la secuencia
{By}nen pero trasladada una unidad. En el caso de las funciones generadoras ordinarias, esta
traslacion se traduce en multiplicar por x. En el caso de las funciones generadoras exponencia-
les corresponde en cambio a la operacién de derivacion.
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Ejercicio 4.14. Si E(x) = 3,50 un% es la funcién generadora exponencial de la sucesion (uy,

ui,uy,...), demostrar que la funcién generadora exponencial de la sucesion (0,uq,u,...) es
E'(x).
En cuanto al lado de la derecha, el coeficiente de X es

n!

n
B, _
3 ()m

que corresponde al coeficiente n-ésimo de la funcién generadora exponencial del producto
de E(x) y G(x) = €, siendo esta tltima la funcién generadora exponencial de la sucesion
(1,1,1,...). Con todo esto,

E'(x) = E(x)e" (4.45)
de donde E'(x)/E(x) =" — 1y
E(x)=¢" ! (4.46)

Esta dltima expresion es una ilustracion mds de la versatilidad y la potencia del uso de las
funciones generadoras para la resolucién de problemas de enumeracion.

Hemos estado hablando de los nimeros de Stirling de segundo tipo. Esto, estd claro, es
porque hay una clase de ndmeros que se llaman nimeros de Stirling de primer tipo. Acabare-
mos este capitulo introduciéndolos. En este caso, la funcién generadora servird de instrumento
para definir esta clase de nimeros.

Recordemos que en el capitulo 2 hemos considerado la extension de los coeficientes bino-
miales (':) al caso en que m es un nimero real x cualquiera, tomando

(ﬁ) = L= 1) mnt )

n!

Al desarrollar la expresién x(x — 1)--- (x —n+ 1), se obtiene una serie formal con los coefi-
cientes de grado mds grande » nulos,

x(x—l)---(x—n—i—l):iak)d‘ (4.47)
k=1

Los coeficientes de esta serie son los llamados niimeros de Stirling de primer tipo y se denotan
por s(n,k). Por convenio, s(0,0) = 0. Ademds, s(n,k) = 0 para k > n. Para valores pequefios
de n, se puede obtener facilmente una lista de los valores de s(n,k):
n=1 X s(L,1) =1
=2 x(x—1)=x*—x s(2,1) = —1, s(2,2) =1
n=3 x(x—1)(x—2)=x>-32+2x s5(3,1)=2,5(3,2) =-3,53,3) =1
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En particular, la funcién generadora s, (x) de los nimeros de Stirling s(n, k) para n fijo es
sn(x) =x(x—=1)--- (x— (n—1))

Algunas veces se hace referencia a los nimeros de Stirling de primer tipo como los valores
absolutos de los coeficientes que aparecen en el desarrollo 4.47. La notacién

m = (= 1) R g(n, k) (4.48)

estd bastante extendida y la adoptaremos aqui.

El motivo por el cual estos nlimeros tienen un denominacion tan préxima a los nimeros de
Stirling de segundo tipo es que estos tltimos satisfacen una relacién en cierta manera dual a la
de los primeros. Asi como podemos escribir

Xx—1)-(x=nt1)= Y [Z] (—1) (k)&

k>0

también podemos escribir

n
X'= —1)---(x—k+1
3 {i =0
Ejercicio 4.15. Demostrar la identidad anterior usando la relacién de recurrencia de los nime-
ros de Stirling de segundo tipo.

Con estas relaciones se obtienen una buena cantidad de identidades combinatorias que
relacionan coeficientes binomiales y nimeros de Stirling, algunas de las cuales se consideran
en los ejercicios al final del capitulo. En los ejercicios del capitulo 10 se dard también una
interpretacion combinatoria de los nimeros de Stirling de primer tipo. Aqui acabaremos la
seccioén obteniendo una relacién de recurrencia para estos nimeros que vuelve a tener similitud
con las de los coeficientes binomiales y de los niimeros de Stirling de segundo tipo que hemos
considerado en esta seccidn.

Proposicion 4.16. Los nimeros [Z] satisfacen la ecuacién de recurrencia

m —(n—1) [”; 1] + [Z:” (4.49)

Demostracién. Escribimos la funcién generadora s, (x) de los nimeros s(n,k) = (—1)"=%) M

como

x(x=1)---(x—n+2)(x—n+1)=
x(x—=1)--(x—n+2)x—x(x—1)---(x—n+2)(n—1)
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de manera que
Sp(x) =xs-1(x) — (n— 1), (x)
Igualando ahora los coeficientes de mismo grado, obtenemos
s(nyk) =s(n—1,k—1)—(n—1)s(n—1,k)
que escrito en la notacién [Z] proporciona la identidad de la proposicién. U

La ecuacion de recurrencia 4.49 permite construir el tridngulo de los nimeros de Stirling
de primer tipo de forma similar a como se ha hecho para los coeficientes binomiales y para los
nimeros de Stirling de segundo tipo,

Notas bibliograficas

Quiz4 la primera referencia a una ecuacién de recurrencia es el Liber Abaci (1203) de Leonardo
da Pisa (conocido también como Fibonacci), donde se trata el problema de crecimiento de una
poblacién que da lugar a la sucesion de Fibonacci. Fue el matemético francés del siglo XIX, F.
E. A. Lucas, quien dio el nombre a la sucesién.

Las funciones generadoras surgen inicialmente como una rama del andlisis que se llamé
andlisis combinatorio, aunque la manipulacién de series ya habia sido un recurso muy utilizado
por matemadticos como Newton, Euler, Gauss o Lagrange. Uno de los textos que intentan
sistematizar el andlisis combinatorio es el libro clasico de MacMahon (1917) [3]. Por otra
parte, en el libro de H. S. Wilf [4] se puede encontrar un texto moderno y sugerente sobre el
tema.

Los nimeros combinatorios que se han tratado en este capitulo no agotan la familia de
nimeros combinatorios Utiles para problemas de enumeracién. En el libro de Graham, Knuth
y Patashnik [1] hay un extenso capitulo dedicado a los nimeros combinatorios.
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[4] H. S. Wilf. Generatingfunctionology, Academic Press, 1990.

Problemas

. Sea A, el nimero de maneras de subir n escalones en n pasos si en cada paso podemos
subir uno o dos escalones indistintamente. Demostrar que la funcién generadora de la
sucesion {A,} es A(x) = 1/(1 —x—x?).

. Una triangulacién de un poligono regular es una particién del poligono en tridngulos. En-
contrar una ecuacion de recurrencia para el nimero 7, de triangulaciones de un poligono
regular de n lados. Indicacion: los niimeros T, satisfacen una ecuacion de recurrencia
similar a la de los niimeros de Catalan.

. Llamar f(n) al nimero de regiones en que el plano queda dividido por 7 rectas (por ejem-
plo, (1) =2y f(2) =4; suponer que no hay dos rectas paralelas ni que tres cualesquiera
se puedan cortar en un tnico punto). Demostrar que f(n) =1+n(n+1)/2.

. Encontrar una ecuacién de recurrencia que dé el nimero f(n) de palabras de longitud
n de palabras de un alfabeto {A,B,C}, de manera que los simbolos A y B no aparezcan
consecutivamente. Demostrar que la funcién generadora de la secuencia f(n) es (1+

x)/(1 = 2x—x?) y deducir que f(n) = (1/2)((1 ++/2)"+ (1 —v2)").

. Encontrar la funcién generadora del nimero f(k) de palabras de longitud & del alfabeto
{0,1,—1,2,—2} en las cuales hay un nimero par de ceros.

. Sea E(x) la funcién generadora exponencial de la sucesion (ug,uy,...). Demostrar que
la funcién generadora exponencial de la sucesién (0,ug,u1,...) es E'(x) y que, en ge-
neral, la derivada k-ésima de E(x) es la funcién generadora exponencial de la sucesién
(O, ,O,uo,u],...).

k
Usar el resultado anterior para demostrar que la funcién generadora exponencial de la
sucesién de Fibonacci F, es E(x) = (1/+/5) (MM — hye?*), donde Ay, A, son las raices

2

positiva y negativa respectivamente de P(x) = x* —x — 1.

. Usando las expresiones F,, = F,,.» — F,1 y F, = F,—» + F,—1, donde F, es el n-ésimo
ndmero de Fibonacci, demostrar las identidades

@) Fyyk = FiFpp + F Fy

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



100

MATEMATICA DISCRETA

10.

11.

12.

13.

14.

() Fap1 =Fl +F}
(C) F2n :FnFrH»l +Fn71Fn

Deducir en particular que Fy, es un multiplo de F,,.

. Demostrar que cualquier nimero natural n se puede expresar de manera tinica como n =

Fy, +Fp,+---+F,,donde k; > ki1 +2,i=1,... ,r—1 (escoger F}, como el nimero mds
grande de Fibonacci entre los menores que n y demostrar el enunciado por induccién).

En la transmisién de mensajes formados por palabras de ceros y unos, cada ‘0’ se trans-
mite en una unidad de tiempo y cada ‘1’ en dos unidades de tiempo. Determinar el
nimero N (k) de mensajes que se pueden transmitir en k unidades de tiempo.

Determinar el nimero 4(n) de movimientos que es preciso hacer para resolver el proble-
ma de las torres de Hanoi del capitulo 1, sabiendo que h(n) =2h(n—1)+1,n > 2.

Encontrar la funcién generadora de la sucesién {2" 43"} = {2,5,13,... }.

Encontrar la expresion del término general de la recurrencia lineal homogénea

Up =Sup 1 +6u, 2, up=0, wu =1

Usando la notacion [x], =x(x—1)--- (x—n+ 1), demostrar que

bt yln = X el

k>0

Demostrar que {nfl} = [ ! ] = (g)

n—1
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Parte I Teoria de grafos

Una de la partes de la matemaética discreta que en estos Ultimos afios ha experimentado un de-
sarrollo mds notable es la la teoria de grafos. Enmarcada dentro de la combinatoria, esta teoria
permite modelar de forma simple cualquier sistema en el cual exista una relacion binaria entre
ciertos objetos; y es por esto que su dmbito de aplicacidn es muy general y cubre dreas que van
desde la misma matematica—topologia, probabilidad, andlisis numérico, etc.—hasta las inge-
nierias eléctrica, de telecomunicacién e informética, la investigacién operativa, la sociologia o,
incluso, la lingiiistica.

En los capitulos siguientes se presentan los temas mds importantes de la teoria de grafos:
grafos y digrafos; planaridad; arboles y arboles generadores; grafos eulerianos y hamiltonianos;
ciclos y cociclos fundamentales; flujos en redes de transporte; conectividad y apareamientos.
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Capitulo 5

Grafos y digrafos

. Definiciones bdsicas

. Caminos, conectividad y distancia
. Operaciones entre grafos

. Digrafos

. Representacion matricial

. Grafos y redes de interconexién

. Planaridad: la férmula de Euler

0 N Lt AW

. Caracterizacion de los grafos planares

En este capitulo se estudian los conceptos mas basicos de la teorfa de grafos y se introduce
la relacién de la teoria con una de sus aplicaciones importantes: el disefio de redes de inter-
conexion. La tltima parte del capitulo estudia los grafos planares. Una de las aplicaciones
interesantes del tema es el disefio de circuitos integrados e impresos.

5.1 Definiciones basicas

Un grafo G = (V,E) es una estructura combinatoria constituida por un conjunto V = V(G)
de elementos llamados vértices y un conjunto E = E(G) de pares no ordenados de vértices
distintos 1lamados aristas. Si la arista e = {u,v} = uv relaciona los vértices u y v, se dice
que u y v son vértices adyacentes y también que el vértice u (o v) y la arista e son incidentes.
De otro modo, los vértices se llaman independientes. Las aristas e = uv 'y f = wz son aristas
independientes si no tienen vértices en comun, es decir, {u,v} N{w,z} = 0. El ndmero de
vértices de G, |V(G)|, es el orden del grafo y el nimero de aristas |E(G)| es su tamaiio. A
menudo resulta ttil representar un grafo mediante un dibujo donde los vértices son puntos y
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u 1%

Figura 5.1: Grafo con orden 5 y tamafio 8

las aristas lineas que unen los vértices adyacentes. Asi, por ejemplo, en el grafo representado
en la figura 5.1, de orden 5 y tamaiio 8, los vértices u y v son adyacentes, mientras que u y w
son vértices independientes. A veces conviene ampliar esta definicién de grafo para permitir la
existencia de lazos, es decir, aristas que unen un vértice con él mismo, y aristas paralelas que
unen un mismo par de vértices. En este texto, un grafo con lazos y/o con aristas paralelas se
llamara multigrafo. En la figura 5.2 se muestra un multigrafo con un lazo / y aristas paralelas e

yf

Figura 5.2: Multigrafo

Un grafo G' = (V',E') es un subgrafo de G= (V,E)siV' CV y E' CE. Cuando V' =V,
el subgrafo G’ se llama subgrafo generador de G. Dado V' C V, si el subgrafo G' = (V' ,E’)
contiene todas las aristas que unen en G dos vértices de V', entonces se dice que G’ es el
subgrafo inducido por V' y se denota con G[V']. Por ejemplo, dado W C V(G), G—W =
G[V \ W] es el subgrafo que resulta de suprimir en G los vértices del conjunto W y todas
las aristas incidentes con estos vértices. En particular, dado un vértice u € V, el subgrafo
G —u = G — {u} es el obtenido eliminando el vértice u y todas las aristas incidentes con u.
En cambio, la supresién de aristas no implica la eliminacién de los vértices incidentes con
estas aristas. Dado el grafo G y el subconjunto de aristas F C E(G), el subgrafo G — F es
simplemente (V,E \ F). Si F estd formado por una unica arista e, entonces el grafo G — F se
denotard por G —e. Ver la figura 5.3.

D

Figura 5.3: Supresién de un vértice y de una arista
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Dado u € V(G), I'(u) denota el conjunto de vértices adyacentes con u y su nimero, d(u), es
el grado del vértice u. El grado mimino y el grado mdximo son pardmetros del grafo definidos
por 8 =8(G) = minyecy{d(u)} y A= A(G) = max,cy{d(u)} respectivamente. Sid=A=d, se
dice que G es un grafo d-regular. Cuando G es un multigrafo, el grado de un vértice se define
como el nimero de aristas incidentes con este vértice (contando cada lazo dos veces).

Al sumar todos los grados de los vértices de un grafo, cada arista e = uv se cuenta dos veces
(una vez desde cada uno de los dos vértices u y v incidentes con e). Asi, se tiene el resultado
siguiente:

Teorema 5.1. Dado un grafo (multigrafo) G = (V, E), se cumple

> d(u) =2|E|
ueV
Este resultado se conoce como el lema de las manos estrechadas (handshaking lemma)
porque se puede formular diciendo que en toda reunién de personas el niimero total de manos
que se estrechan, cuando las personas se saludan entre ellas, es siempre par. Una consecuencia
inmediata del teorema anterior es la siguiente:

Corolario 5.2. En todo grafo (multigrafo) G el niimero de vértices con grado impar es par.

Demostracion. Separando en la suma Y,y d(u) los términos correspondientes a vértices de
grado par de aquellos correspondientes a vértices de grado impar se tiene

20E|= Y dw+ Y, d)
d(u) par

d(u) impar

donde, siendo el primer sumando y la suma pares, el segundo sumando ha de ser también
par. O

Dos grafos G y H se llaman isomorfos si existe una biyeccién ¢ : V(G) — V(H) entre
los correspondientes conjuntos de vértices, llamada isomorfismo, que preserva las adyacencias,
es decir, uv € E(G) <= ¢0(u)d(v) € E(H). Dos grafos isomorfos sélo se diferencian por la
rotulacién de los vértices (y, en general, por su representacion grafica). Por ejemplo, los grafos
de la figura 5.4 son isomorfos con ¢(i) = i'.

Cuando dos grafos son isomorfos tienen, obviamente, el mismo orden, el mismo tamafio y
el mismo nimero de vértices de un grado determinado. Todos estos pardmetros son ejemplos de
pardmetros invariantes por isomorfismos. Un invariante de un grafo G es un niimero asociado a
G que toma el mismo valor para cada grafo isomorfo a G. Dado un grafo, no se conoce ningtin
conjunto completo de invariantes, es decir, un conjunto de invariantes que determinen el grafo
salvo isomorfismos.
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6 3

4
G
Figura 5.4: Grafos isomorfos

5.2 Caminos, conectividad y distancia

Dado un grafo G = (V,E), una secuencia de vértices ug,u;,... ,uy conu;_ju; € E, 1 <i<l,y
ui_\uj # uj_uj sii# j,sellama un recorrido R de longitud / entre ug y u;. Es preciso notar
que todas las aristas de un recorrido son distintas. Cuando interese considerar en G recorridos
que también repiten aristas se indicard explicitamente. Un circuito es un recorrido cerrado, es
decir, un recorrido en el cual ug = u;. Cuando todos los vértices de R son distintos se tiene un
camino, y un ciclo es un camino cerrado. Por ejemplo, en el grafo de la figura 5.5, u,v,w,z,v,t
es un recorrido; u,v,z,w,t €s un camino; u,v,w,z,v,t,u €s un circuito y, finalmente, u,v,t,u es

un ciclo. A veces interesa considerar un camino o un ciclo C = ug, uy, ... ,u; como un subgrafo
de G con V(C) = {uo,u1,...,u;} y E(C) el conjunto de aristas correspondiente.
u
t %
z w
G

Figura 5.5: Recorridos en un grafo

Si entre todo par de vértices de G existe un camino, el grafo se dice conexo y, en este caso,
la distancia, d(u,v), entre dos vértices u y v es la longitud minima de un camino entre estos
vértices. En un grafo conexo G, la distancia es una métrica, ya que para todo u,v,w € V(G) se
cumple:

e d(u,v) >0yd(u,v) =0siysélosiu=v;
e d(u,v) =d(vu);

o d(u,v) <d(u,w)+d(w,v).
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Si G es conexo, su didmetro, D = D(G), es la mas grande de las distancias en el grafo:

D= d 5.1
u,?éé?c){ (u,v)} (5.1)

mientras que la distancia media, D, se define como

— 1
D=—— d(u, 52
[V(G)]? mvezvt(g) ) 62

La excentricidad de un vértice u € V(G) es la maxima de las distancias entre u y los otros
vértices de G. Desde este punto de vista, el didmetro del grafo también se puede definir como
la méxima de las excentricidades. Por otra parte, la minima de las excentricidades de los
vértices del grafo, r = r(G) = min,cy () e(u), se llama radio. El centro del grafo, Z(G), es el
conjunto de vértices con excentricidad igual a r.

Proposicion 5.3. Si G es un grafo conexo, entonces
r(G) < D(G) < 2r(G)

Demostracion. La desigualdad r(G) < D(G) es consecuencia inmediata de las definiciones de
radio y didmetro. Por otra parte, si u y v son vértices de G tales que d(u,v) = D(G) yw € Z(G),
se tiene, por la desigualdad triangular, D(G) < d(u,w) +d(w,v) < 2r(G). O

Ejercicio 5.4. Dar ejemplos de grafos tales que r(G) = D(G) y r(G) = 2D(G).

Un grafo G no conexo consta de dos o0 mds componentes G; donde cada G; = (V;, E;) es un
subgrafo inducido que es conexo y maximal respecto de esta propiedad, en el sentido que, si
w € V' \ 'V, entonces el subgrafo inducido G[V; U {w}] es no conexo.

Se dice que el vértice w € V(G) es un vértice de corte si el nimero de componentes de
G —w es mds grande que el nimero de componentes de G. En particular, si G es conexo, la
supresion de un vértice de corte desconecta G en dos o mds componentes. Por ejemplo, en
la figura 5.6 el vértice w es un vértice de corte y su supresién da lugar a un grafo con tres
componentes.

Ejercicio 5.5. Demostrar que un vértice w es de corte si y s6lo si existen u,v € V(G), u,v # w,
tales que w pertenece a cada camino entre u y v.

Un grafo trivial es un grafo con un dnico vértice. Salvo este caso, se tiene el resultado
siguiente:

Teorema 5.6. Todo grafo no trivial tiene al menos dos vértices que no son de corte.
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Figura 5.6: w es un vértice de corte y e es un puente

Demostracion. Si el teorema fuese falso existiria un grafo conexo no trivial G con todos sus
vértices de corte excepto, como mucho, uno. Sean u,w € V(G) tales que d(u,w) = D(G) y
supongamos que w es vértice de corte. Por otra parte, sea v un vértice tal que u y v pertenecen
a componentes diferentes de G —w. Como todos los caminos entre u y v pasan por w, llegamos
a la contradiccién d(u,v) > d(u,w) = D(G). O

En cuanto a las aristas, el concepto andlogo al de vértice de corte es el de arista puente.
Dado un grafo G, una arista e € E(G) es un puente si el nimero de componentes de G — e es
més grande que el nimero de componentes de G.

Ejercicio 5.7. Demostrar que si e es un puente, entonces G — e tiene exactamente un compo-
nente mas que G.

5.3 Operaciones entre grafos

Muchas veces conviene expresar la estructura de un grafo G en términos de grafos mas simples.
Antes de introducir diversas operaciones entre grafos que permiten estas descomposiciones, se
consideran algunas clases de grafos particularmente interesantes.

En el grafo completo de orden n, K, cada vértice es adyacente a todos los otros. Asi, el
nimero de aristas de K, es (;) Un grafo formado por un unico ciclo de longitud » se llama
grafo ciclo de orden n y se denota C,,. Un grafo camino de orden n, P,, es aquel formado por
un tnico camino de longitud n — 1. En la figura 5.7 se representan Ky, C4 y P4 respectivamente.

RSN

Figura 5.7: Grafos completo, ciclo y camino de orden 4
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Ejercicio 5.8. Sea G un grafo con n vértices y k componentes. Demostrar la desigualdad
siguiente:

(n—k)(n—k+1)
2

Un grafo G es bipartito con clases de vértices Vi y Vo siV(G) =V, UV,, VNV, =0, y cada
arista une un vértice de V; con un vértice de V5. En el grafo bipartito completo, K, ,, |Vi| = n,
[V2| = m, y cada vértice de V; es adyacente con todos los vértices de V,. Por ejemplo, los
grafos representados en la figura 5.4 son isomorfos a K3 3. De forma mds general, un grafo G
es r—partito siV(G) =i V;, V;NV; =0, i # j, y cada arista une vértices de clases diferentes.

El complemento G de un grafo G es el grafo con conjunto de vértices V(G) = V(G) y

[E(G)| <

uv € E(G) siy s6lo si los vértices u y v son independientes en G. El complementario del grafo
completo K, no tiene ninguna arista y se llama grafo nulo N, de orden n.

Dados dos grafos Gy H, su unién GUH es el grafo (V(G)UV(H),E(G)UE(H)). Por
ejemplo, si G es un grafo no conexo con componentes Gi,Go,...,G,, entonces G = Gy U
Gy U---UG,. Ver la figura 5.8a. También, si G1,Ga,...,G, son subgrafos generadores de G
disyuntos en aristas y |J; E(G;) = E(G), entonces podemos expresar G como G = G; UG, U
UG,

La interseccion GN H es el grafo (V(G)NV (H),E(G)NE(H)).

La suma G + H de los grafos G y H, con conjuntos de vértices disyuntos, tiene también
conjunto de vértices V(G) UV (H), pero ahora el conjunto de aristas es E(G) UE(H) U {uv |
u€V(G)yveV(H)}. Porejemplo, el grafo bipartito completo K, , se puede expresar como

K, +K, (Fig. 5.8b).

(a) (b)

Figura 5.8: (a) K; UK3; (b) K, + K3

El producto cartesiano G x H,con V(G)NV (H) = 0, es el grafo que tiene por conjunto de
vértices V(G) x V(H) y dos vértices (ug,up),(ve,vi) € V(G x H) son adyacentes si y sélo si

Ug=vyyupvy € E(H)

up =vpy ugve € E(G)
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Por ejemplo, el hipercubo de dimensién n, Q,, que tiene por conjunto de vértices

V(Qu) ={u=(x1,x2,...,%,) | x; €{0,1} }
siendo dos vértices u y v adyacentes si y solo si las secuencias correspondientes difieren s6lo
en un digito, puede expresarse como

n

On=KsxKr X+ x K

El orden de O, es 2". Ver la figura 5.9.

0 1 000 100
o o
01 10
00 10
II 11 11
01 11 010 110

Figura 5.9: Los hipercubos de dimension 1,2y 3

Finalmente, otra operacién interesante es la suma binaria de G y H definida por G H =
(V(G)UV(H),E(G) AE(H)) donde A denota la diferencia simétrica de conjuntos. Es decir, e
es una arista de G@ H si e es arista de G o de H, pero no de los dos grafos a la vez. Cuando los
grafos G y H tienen conjuntos de aristas disyuntos, G & H es isomorfo a GU H. Esta operacion
se utilizard en el capitulo 7 en relacion a la estructura de ciclos de un grafo.

5.4 Digrafos

El concepto de grafo dirigido o digrafo deriva directamente del de grafo exigiendo que las
aristas, ahora llamades arcos, sean pares ordenados de vértices distintos. Asi, un digrafo G =
(V,A) es una estructura combinatoria formada por un par (V,A) de conjuntos disyuntos tales
que ACV xV. Sia=(u,v) € A, decimos que el vértice u es adyacente hacia el vértice v y
que v es adyacente desde u. Como en el caso no dirigido, cuando se permiten lazos y/o arcos
paralelos se tiene un multidigrafo; ver la figura 5.10.

En un digrafo G = (V,A) es preciso distinguir entre grado de entrada d~(u) = |I'"(u)|
y grado de salida d*(u) = |T'"" (u)|, siendo ahora T~ (u) ={w eV : (wu) €A} y T'"(u) =
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Figura 5.10: (a) Digrafo  (b) Multidigrafo

{w €V :(u,w) € A} los conjuntos de vértices adyacentes hacia y desde u respectivamente. El
digrafo es d-regular si d*(u) = d (u) = d, para todo u € V. El resultado correspondiente al
teorema 5.1 es el siguiente:

2 d(w)=23 d (u)

ucV ucV

Los conceptos de recorrido, camino, circuito y ciclo tienen ahora un caricter dirigido. Por
ejemplo, un camino desde el vértice ug hasta el vértice u; es una sucesion de vértices distintos
ug,u1,...,u; tal que u;_| es adyacente hacia u;, 1 < i < /. La distancia en un digrafo no tiene
la propiedad simétrica, ya que, en general, d(u,v) # d(v,u). El didmetro y la distancia media
se definen también por las ecuaciones 5.1 y 5.2.

Un digrafo G es simétrico si dados u,v € V(G) se tiene (u,v) € A(G) si y sélo si (v,u) €
A(G). Asi, un grafo G se puede representar por su digrafo simétrico asociado G* obtenido a
partir de G substituyendo cada arista uv de G por el par de arcos (u,v), (v, u).

Dado un digrafo G, su grafo (multigrafo) subyacente es el grafo (multigrafo) que resulta de
G cuando se suprime la orientacién de los arcos.

En un digrafo se pueden distinguir diferentes tipos de conectividad. El digrafo G es dé-
bilmente conexo si el grafo (multigrafo) que resulta al suprimir las direcciones de los arcos
es conexo. G es unilateralmente conexo si para todo u,v € V(G) existe un camino de u ha-
cia v o un camino de v hacia u. Finalmente, el digrafo G es fuertemente conexo si para todo
u,v € V(G) existe un camino de u hacia v. La conectividad fuerte implica la unilateral y esta
implica la débil.

Como en el caso de grafos, un isomorfismo entre dos digrafos es una biyeccién entre sus
conjuntos de vértices que preserva las adyacencias dirigidas.

5.5 Representacion matricial
Como ya se ha indicado, un grafo o un digrafo puede visualizarse mediante un dibujo en que

cada vértice se representa por un punto y cada arista o arco por una linea o linea dirigida
respectivamente. No obstante, cuando se requiere el procesamiento por ordenador, resulta més
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conveniente disponer de representaciones matriciales del grafo o digrafo. En esta seccién se
discuten las dos mds importantes.

Matriz de adyacencia

La matriz de adyacencia de un grafo G con conjunto de vértices V = {vy,va,...,v,} es la
matriz cuadrada A = A(G), n X n, definida por:

1, sivv; € E(G)
A)i = ’ J 5.3
(A)yy { 0, de otro modo (5-3)

La matriz A es simétrica con elementos nulos en la diagonal. Por otra parte, el nimero de
elementos iguales a 1 en la fila (o columna) i de A(G) es d(v;), el grado del vértice v; o, lo que
es equivalente, el niimero de caminos de longitud 1 que comienzan en el vértice v;. De forma
mas general, las potencias de A dan informacién sobre los caminos en G.

Teorema 5.9. El elemento (A¥); ; es igual al nimero de recorridos (pudiendo repetir vértices
y/o aristas) de longitud k entre v; y v;.

Demostracion. Por induccién sobre k. La proposicion se cumple si k = 1. Para k > 1:

n

(A%);; = (A1A); =Y (AN (A),
i=1

El término general (A¥~1);(A);; de la suma anterior s6lo es no nulo si (A¥"1) > 1y (4);; =
1. Pero en este caso, si (AK"!); = m, existen m recorridos de longitud k entre v; y v ; que
acaban con la arista v;v;. Como v; es un vértice cualquiera, sumando para todo / se tiene el
resultado. O

Corolario 5.10. En un grafo conexo G, la distancia entre dos vértices v; y v; es k si 'y solo si k
es el menor entero no negativo tal que (A*(G));; # 0.

Ejemplo: La matriz de adyacencia del grafo G de la figura 5.5, ordenando los vértices de
laformavy =u, v, =v,v3=w,v4 =2y Vvs =t,es:

01001
1 01 11
A=]101 0 1 1
01101
11110
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Calculando AZ:

=

Il
— NN =N
W NN A=
NN W NN
N W NN
EENE SR (S TRROS IR

Asi, por ejemplo, el elemento (A%),5 = 3 indica la existencia de tres recorridos de longitud 2
entre los vértices v) = vy vs =t: v,u,t; v,w,t y v,z,¢. Por otra parte, la existencia de elementos
nulos en la matriz A y el hecho que todos los elementos de A2 sean diferentes de cero demuestra
que el didmetro del grafo es 2 (;por qué?).

Las permutaciones de las filas y de las columnas correspondientes de la matriz A(G) equi-
valen a reordenar los vértices del grafo. Asi se tiene el resultado siguiente:

Teorema 5.11. Dos grafos G y H son isomorfos si y solo si
A(H) =P 'A(G)P
donde P es una matriz de permutaciones.

La ecuacién 5.3 define también la matriz de adyacencia de un multigrafo sin aristas para-
lelas. En este caso, la presencia de un lazo en el vértice v; corresponde a tener (A); = 1.

La matriz de adyacencia de un digrafo se define de forma andloga. Ahora bien, cualquier
matriz binaria n X n (y no s6lo las simétricas) puede ser la matriz de adyacencia de un digrafo de
orden n. El ndmero de unos en la fila i de la matriz es d* (v;), mientras que d~ (v;) corresponde
al nimero de unos en la columna i.

Matriz de incidencia

Sea G un grafo con V(G) = {vi,va,..., vy} y E(G) ={e1,e2,... ,en }. La matriz de incidencia
B = B(G) es la matriz n x m definida por:

1 siv;esincidente con e;
(B); = { ! J 5.4)

0 de otro modo

Como en el caso de la matriz de adyacencia, el nimero de unos en la fila i de B corresponde al
grado del vértice v;. En cambio, cada columna contiene exactamente dos unos.

Las matrices de incidencia permiten representar multigrafos sin lazos. En este caso, las
columnas repetidas de B(G) manifiestan la existencia de aristas paralelas.
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Si G es un digrafo, B(G) se define como

1, siv; esincidente hacia el arco a;
(B)ij =< —1, siv;esincidente desde el arco a;
0, de otro modo

Las matrices de adyacencia y de incidencia de un grafo G representan su estructura y por
ello han de estar relacionadas. Para expresar esta relacion, sea D la matriz diagonal tal que
(D);; es el grado d(v;) del vértice i-ésimo de V(G).

Teorema 5.12. BB' =A+D

Demostracion. SeaV(G) ={vi,va,..., vy} y E(G) ={ei,e2,... ,em}. Sii# j,
m
(BB');j = 2 bibji = aij
k=1

ya que byb i solo es diferente de O (y vale 1) si ex = v;v;.
De otro modo, si i = J,

(BB")ii = . bubi = d(vi)
k=1

ya que, ahora, X", bibj cuenta el nimero de aristas incidentes con v;. O
Ejercicio 5.13. Comprobar el teorema anterior en el grafo de la figura 5.5.

Las matrices A(G) y B(G) constituyen la base de las estructuras de datos mds comtnmente
utilizadas para representar un grafo o un digrafo en la memoria de un ordenador. Sin embargo,
si |E(G)| es mucho menor que |V (G)|?, 1a forma més econémica de representacién serd una
lista de incidencia, que es una lista encadenada que da para cada vértice v las aristas o los arcos
de los cuales v es incidente.

5.6 Grafos y redes de interconexion

El disefio de redes de interconexién se ha convertido en un problema fundamental en las in-
genierias de telecomunicacién y telematica, asi como también en las ciencias de los computa-
dores. Asi, por ejemplo, la tecnologia VLSI de integracién de circuitos a gran escala permite,
actualmente, la construccién de sistemas de cdlculo constituidos por miles de procesadores co-
nectados entre ellos, mediante médulos de memoria compartidos, con el objetivo de aprovechar
el paralelismo inherente a las tareas que les son asignadas. Estos sistemas multiprocesadores
requieren redes de interconexién de gran complejidad y es preciso sefalar que la eficacia y el
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rendimiento del sistema dependen, en gran parte, de la eleccién adecuada del mecanismo de
interconexién entre sus diferentes elementos. Otros ejemplos de sistemas que requieren redes
de interconexién complejas los encontramos en las diferentes redes telefonicas y telemdticas
nacionales e internacionales.

Un grafo puede modelar una red de interconexion. Los vértices del grafo corresponden a
los nodos de la red y las aristas a los enlaces. Si estos enlaces tienen cardcter unidireccional,
es decir, si s6lo es posible la comunicacién en un sentido, entonces la topologia de la red
correspondra a un digrafo.

Los pardmetros y las propiedades mds importantes a tener en cuenta en el disefio de la red
corresponden a pardmetros andlogos en el grafo que la modela. Ver, por ejemplo, la referen-
cia [2]. Asi, el retardo mdximo de las comunicaciones entre nodos de la red serd, en general,
proporcional al didmetro D del grafo que la modela. Por otra parte, por razones de caricter
técnico, el nimero maximo de enlaces incidentes con un nodo determinado suele ser limitado.
Esto hace que el grado maximo A del grafo correspondiente esté también acotado. En este
sentido, un problema de optimizacién interesante es el llamado problema (A,D) que consis-
te en encontrar el nimero maximo de vértices que puede tener un grafo con grado maximo
Ay didmetro D, asi como también obtener grafos optimos con este orden méximo. Ver los
problemas 19 y 20 al final del capitulo.

Otro pardmetro fundamental a tener en cuenta a la hora de disefiar una red de interconexion
es su fiabilidad, es decir, la capacidad de la red para continuar funcionando, quizd de forma
degradada, aunque falle alguno de sus elementos—nodos y/o enlaces. La fiabilidad de la red
corresponde a la conectividad del grafo que la modela. La conectividad, que se estudiard en
el capitulo 8, mide el nimero minimo de vértices y/o aristas que se han de suprimir en el
grafo para desconectarlo. Por ello interesa que el grafo que modela la red tenga un valor de
conectividad tan grande com sea posible.

Finalmente, otra caracteristica que es preciso sefialar es que la red permita algoritmos de
encaminamiento de los mensajes que sean a la vez simples y eficientes. Esta caracteristica se
debe tener en cuenta en el grafo que modela la red a la hora de definir las reglas de adyacencia
entre sus vértices.

5.7 Planaridad: la formula de Euler

De forma intuitiva, un grafo es planar cuando se puede dibujar en el plano sin que sus aristas se
crucen. De manera més precisa, diremos que un grafo G con orden n y tamafio m es planar si
es posible distinguir en el plano un conjunto V' de n puntos distintos—que corresponden a los
vértices de G—y un conjunto E de m curvas, disyuntas dos a dos, excepto posiblemente en sus
extremos—que corresponden a las aristas de G—de tal forma que, si la curva C corresponde

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



116 MATEMATICA DISCRETA

a la arista uv, entonces sélo los puntos extremos de C corresponden a vértices de G, precisa-
mente u y v. Diremos que el par (V ,E) es una realizacion plana de G. Por ejemplo, el grafo
K, representado en la figura 5.11(a) es planar y en la figura 5.11(b) se da una realizacién plana
del mismo. Una realizacién plana de un grafo planar G divide el plano en un cierto nimero

() (b)

Figura 5.11: (a) K4  (b) Realizacién plana de K4

de regiones, siendo una region de G una porcién maximal del plano tal que dos puntos cua-
lesquiera de la misma pueden unirse mediante una curva C, de tal forma que ningiin punto de
C corresponde a un vértice de G ni pertenece a ninguna de las curvas correspondientes a las
aristas de G. Toda realizacién plana de un grafo planar G da lugar a una regién no acotada
llamada la region exterior de G.

Ejercicio 5.14. Demostrar que todo grafo G que no contiene ciclos es planar y que toda reali-
zacién plana de G da lugar a una tnica region.

El ndmero de regiones, r = r(G), no depende de la realizacién plana de G que se considere.
En efecto, se cumple el resultado siguiente:

Teorema 5.15 (férmula de Euler). Sea r el nimero de regiones en una realizacion plana de
un grafo conexo y planar con orden n y tamaifio m. Entonces,

n—m+r=2 (5.5)

Demostracion. El resultado se puede demostrar por induccién sobre el niimero de aristas m.
La férmula 5.5 se cumple trivialmente si m = 0, ya que, en este caso, se tienen =1y r = 1.
Supongamos que el teorema es cierto para todos los grafos conexos y planares con nimero de
aristas k < m, m > 1, y demostremos que entonces también se cumple si el tamafio del grafo
es m. Sea G un grafo conexo y planar con m aristas. Si G no contiene ciclos, entonces r = 1
y, tal como se demostrard en el capitulo siguiente, su orden 7 tiene que ser m + 1. Por tanto,
la férmula 5.5 se cumple en este caso. De otro modo, si G contiene algun ciclo, consideremos
una realizacion plana de G con r regiones y sea e una arista que pertenezca a un ciclo de G.
Suprimiendo e, obtenemos una realizacion plana de G — e con r — 1 regiones. Por otra parte,
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el orden y el tamafio de G — e son n 'y m — 1 respectivamente. Asi pues, por la hipdtesis de
induccion, se tienen— (m— 1)+ (r—1) =2, esdecirn —m+r=2. O

Ejercicio 5.16. Demostrar que si G es planar con orden n, tamafio m y kK componentes, enton-
ces se cumple n —m+r = 1 +k, siendo r el nimero de regiones de toda realizacién plana de
G.

Los dos resultados siguientes, que dan condiciones necesarias para que un grafo sea planar,
son consecuencia de la férmula de Euler.

Teorema 5.17. Sea G un grafo planar y conexo con n vértices, n > 3, y m aristas. Entonces,
m<3n—06

Demostracion. Podemos suponer que G contiene algin ciclo, ya que, de otro modo, m =n — 1
(como se ha indicado antes) y el teorema se cumple. En toda realizacién plana de G, la frontera
de cada regi6n contiene un nimero de aristas f; mas grande o igual a 3. Asi, X/, f; > 3r. Pero
la suma anterior vale 2m, ya que cada arista pertenece a la frontera de dos regiones (si existen
vértices de grado 1, la suma anterior es menor que 2m). Por tanto, 2m > 3r. Aplicando ahora
la férmula de Euler, se tiene 2m > 3r =3(2 —n+m) = 6 —3n+3m, es decir, m < 3n—6. [

Ejercicio 5.18. Demostrar la validez del teorema 5.17 aunque G sea un grafo no conexo.
Corolario 5.19. Todo grafo planar tiene como minimo un vértice de grado menor que 6.

Demostracion. Recordemos que la suma de los grados de los vértices de un grafo vale 2m,
donde m es el nimero de aristas. Por tanto, si todos los vértices tuviesen grado mas grande o
igual a 6, se tendria 2m > 6n, siendo n el orden del grafo. Pero si G es planar, por el teorema
anterior, 2m < 6n — 12 < 6n. Asi, algin vértice debe tener grado menor que 6. U

5.8 Caracterizacion de los grafos planares

Los grafos K5 y K3 3 juegan un papel esencial en la caracterizacion de los grafos planares.

Teorema 5.20. Los grafos K5 y K33 no son planares.

Demostracion. El orden y el tamafio de K5 son n =5 y m = 10 respectivamente. Por tanto,
10=m > 3n—6 =9, cosa que contradice el teorema 5.17. Asi, K5 no es planar.

El grafo K33 es bipartito. No contiene, por tanto, ciclos de longitud 3. Asi, si K33 fuese
planar, la frontera de cada regién de una realizacién plana del grafo serfa un ciclo de longitud
al menos 4. Por tanto, sumando para todas las regiones, se tendria 4r < 2m, donde m = 9 es
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X

Figura 5.12: Los grafos K5y K33

el nimero de aristas. Asi, serfa 4r < 18. Por otra parte, dado que el orden de K33 es n = 6,
la férmula de Euler implicaria 4r = 4(2 —n+m) = 4(2 -6 +9) = 20, y se llegaria a una
contradiccion. Por tanto, tampoco K3 3 es planar. U

Si G es un grafo planar, la “insercién” de un vértice de grado dos no modifica su planari-
dad. Por ejemplo, el grafo H de la figura 5.13 se ha obtenido del grafo G de la misma figura

G H

Figura 5.13: Subdivisioén de una arista

insertando el vértice u.

De manera més formal, se dice que una arista e = uv de un grafo G se subdivide si e se
sustituye por un camino u,7,v de longitud dos, donde ¢ es un nuevo vértice aiiadido a V (G). El
grafo H es una subdivision del grafo G si H es isomorfo a G o se obtiene de G mediante una
sucesion de subdivisiones de aristas.

La demostracién de las proposiciones siguientes se deja como ejercicio.

Proposicion 5.21. Si G es un grafo no planar, entonces todo grafo H, subdivisién de G, es no
planar.

Proposicion 5.22. Si G es un grafo planar, entonces cada subgrafo de G es planar.

Por tanto, si un grafo G contiene algtin subgrafo que sea subdivision de K5 o K3 3, entonces
G es no planar. Es decir, si G es un grafo planar, entonces no puede contener ningtin subgrafo
que sea subdivision de K5 o K3 3. Curiosamente, esta condicién necesaria es también suficiente.
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Esta proposicién constituye el teorema de Kuratowski, que da la caracterizacién de los grafos
planares.

Teorema 5.23. Un grafo es planar si y s6lo si no contiene ningtin subgrafo que sea subdivisién
de Ks (6] K373.

Notas bibliograficas

Los libros de Bollobds [3], Bondy y Murty [4], Chartrand y Lesniak [5] y Harary [6] son textos
cldsicos que cubren los diversos temas de la teorfa de grafos con mds profundidad de lo que
se hace en este libro. El libro de Wilson [7] constituye una buena introduccién. También es
preciso mencionar el texto de Basart [1]. El articulo de Bermond, Delorme y Quisquater [2] da

una visién excelente de la aplicacién de la teorfa de grafos al disefio de buenas topologias para
redes de interconexion.

Finalmente, el tema de planaridad y la demostracién del teorema de Kuratowski se puede
estudiar, por ejemplo, en el libro de Chartrand y Lesniak [5] mencionado antes.
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Problemas

1.

10.

11.

12.

(a) Determinar todos los grafos de orden 4 y tamafio 3 con conjunto de vértices V =
{ 1 ? 27 37 4};

(b) determinar todos los grafos no isomorfos de orden 4 y tamafio 3;
(c) determinar todos los grafos no isomorfos de orden 4;

(d) determinar todos los grafos no isomorfos de orden 5.

. Una lista (dy,ds, ... ,d,) de enteros no negativos, d; < dp < --- < d,, se dice que es la

secuencia de grados de un grafo G de orden n si los vértices de G se pueden etiquetar de
la forma vy,vy,...,v, cond(v;) =d;, 1 <i< n. Dibujar un grafo de orden 8 y secuencia
de grados (2,3,3,3,3,3,3,4).

. Demostrar que la relacién “ser isomorfo a” es, en la coleccién de todos los grafos, una

relacion de equivalencia.

Sea G un grafo con exactamente dos vértices de grado impar. Demostrar que existe un
camino entre estos dos vértices.

. Demostrar que para todo grafo G de orden 6, o bien G, o bien G contiene un tridngulo

(es decir, contiene K3 como subgrafo).

Demostrar que, si G es un grafo no conexo, entonces su complemento G es conexo.

. Demostrar que todo grafo G de orden n, n > 1, y tamafio mas grande que (n—1)(n—2)/2

€S Conexo.

. Sea G un grafo con n vértices tal que d(u) > (n—1)/2 para todo vértice u. Demostrar

que G es conexo.

. Sea e una arista de un grafo conexo G. Demostrar que G — e es conexo si y s6lo si e no

pertenece a ningtn ciclo de G.
Demostrar que un grafo es bipartito si y sélo si todos sus ciclos tienen longitud par.

Sean P; y P, dos caminos distintos entre dos vértices u, v de un grafo G. Demostrar que
P| ® P; es un ciclo o un conjunto de ciclos en G.

Un automorfismo de un grafo G es un isomorfismo de G en él mismo. Dar ejemplos de
automorfismos no triviales en los grafos siguientes: K, K, ,, y €l grafo de Petersen P
representado en la figura 5.14.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

Figura 5.14: El grafo de Petersen P

Un grafo G es vértice-transitivo o vértice-simétrico si para todo u,v € V(G) existe un
automorfismo ¢ de G tal que ¢(u) = v. Demostrar que el grafo de Petersen es vértice-
transitivo.

El giro de un grafo G, g = g(G), es la menor longitud de un ciclo contenido en G.
Determinar los grafos 3-regulares con orden minimo y

(@ g=4
(b) g=5.

Sea Q, el hipercubo de dimensién n.

(a) Calcular su tamafo;
(b) calcular su didmetro;

(c) demostrar que es un grafo bipartito.

Sea G un digrafo con grado minimo de salida §*(G) = min,cy () {d*(4)} > 0. Demos-
trar que G contiene un ciclo dirigido.

Los autovalores de un grafo G son los autovalores de su matriz de adyacencia.

(a) Calcular los autovalores de Ky, K 3 y del grafo de Petersen;
(b) demostrar que la suma de los autovalores de G vale 0O;
(c) demostrar que la suma de sus cuadrados es 2|E(G)|;

(d) determinar los autovalores de K,,.

Sea G un grafo conexo. Demostrar que G es d—regular si y s6lo si d es autovalor de G.
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19. Demostrar que el nimero méximo de vértices que puede tener un grafo con grado méxi-
mo Ay didmetro D es
2D+1, siA=2
n(A,D) = D
(4.D) { AAZIP2 G A2
El niimero n(A, D) se conoce como cota de Moore.
20. Demostrar que el nimero maximo de vértices que puede tener un digrafo d—regular con
didmetro D es
D+1, sid=1
n(d,D) =
(D) { ol sid> 1
21. El digrafo linea LG = (V,Ar) de un digrafo G = (V,A) es el digrafo que se obtiene
tomando como vértices los arcos de G, es decir, V;, = A, siendo u = (u,u’) € Vy, adyacente
hacia v= (v,') € V. siy s6lo si &' = v. Suponer que G es fuertemente conexo. Demostrar
que:
(a) si G es d-regular, entonces LG también lo es;
(b) si G no es un ciclo dirigido, entonces D(LG) = D(G) + 1;
(c) determinar LG y L(LG) si G es el digrafo completo de orden 3 en que cada vértice
es adyacente hacia los otros dos.
22. Demostrar que el grafo de Petersen contiene un subgrafo que es subdivision de K33 y

que, por tanto, es no planar.
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Capitulo 6

Arboles

1. Arboles

2. Arboles generadores

3. Numero de 4rboles generadores

4. Obtencién de todos los drboles generadores
5. Arboles generadores de coste mimimo

Supongamos que se quiere comunicar n nodos utilizando una red de interconexién que tenga el
menor nimero posible de enlaces. Para permitir la comunicacién entre dos nodos cualesquiera,
el grafo G correspondiente a esta red tendrd que ser conexo y, por otra parte, no podrad contener
ciclos, porque si tuviese y uv fuese una arista perteneciente a un ciclo, entonces el grafo G —uv
serfa atin conexo y tendria menor nimero de aristas que G. Por ejemplo, el grafo “estrella” de
la figura 6.1 muestra la solucion al problema planteado que tiene didmetro minimo D = 2.

1

Figura 6.1: Estrella

La solucién encontrada corresponde a un tipo de grafo conexo particularmente simple y con
muchas aplicaciones: un drbol. En este capitulo estudiaremos las propiedades mds importantes
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de los arboles y también consideraremos los drboles como subgrafos generadores de otro grafo
G. Este estudio lo aplicaremos a uno de los problemas cldsicos de investigacién operativa:
la determinacién de los arboles generadores de coste minimo, y lo usaremos en el capitulo
siguiente para el andlisis de la estructura de ciclos fundamentales de un grafo.

6.1 Arboles

Un drbol es un grafo conexo y sin ciclos. La figura 6.2 muestra, por ejemplo, un arbol con
orden 7. Este tipo de estructura combinatoria aparece en muchas aplicaciones de naturaleza

Figura 6.2: Arbol

distinta. Por ejemplo, en el disefio de algoritmos y estructuras de datos se utilizan los llamados
drboles de decision y, en particular, los drboles binarios, en los cuales existe un Gnico vértice
r, llamado raiz, que tiene grado 2 y los vértices restantes tienen grado 1 o 3. Asi, en el arbol
binario de la figura 6.3, los vértices v y w representan posibles alternativas a partir de u.

Figura 6.3: Arbol binario

El teorema siguiente da diversas caracterizaciones de los drboles. Si u,v son vértices inde-
pendientes de un grafo G = (V,E), representaremos por G + uv el grafo resultante de afiadir a
G la arista uv, es decir, G+ uv = (V,E U {uv}).

Teorema 6.1. Dado un grafo G, las proposiciones siguientes son equivalentes:
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(a) G es un arbol.

(b) G es conexo y no tiene ciclos.

(c) Entre cada par de vértices de G existe un Unico camino.

(d) G es conexo con orden n 'y tamafio n — 1.

(e) G es conexo, pero G — e es no conexo para toda arista ¢ € E(G).

(f) G es aciclico, pero G 4 uv contiene un ciclo para todo par u,v de vértices independientes.

Demostracion. (a) <= (b). Esta equivalencia corresponde a la definicion de drbol.

(b) <= (c). Sea G un arbol. Si entre dos vértices dados de G hubiese dos caminos di-
ferentes, C; y C,, entonces su unién C; UC; seria un subgrafo de G que contendria al menos
un ciclo. Reciprocamente, si entre cada par de vértices distintos de un grafo G hay un tnico
camino, G es conexo y también tiene que ser aciclico; de otro modo, si I" fuese un ciclo de G,
existirian al menos dos caminos distintos entre cada par de vértices de I'.

(a) <= (d). Esta equivalencia se puede demostrar por induccién sobre el nimero de vérti-
ces. Si G es un arbol con n =1, n =2 o n = 3 vértices, se cumple trivialmente que su nimero
de aristas es n — 1; ver la figura 6.4. Supongamos ahora que todo arbol de orden k menor que n

[ o——o

Figura 6.4: Arboles de orden 1,2y 3

tiene tamafio k — 1. Sea G un drbol de orden n 'y sea e = uv € E(G). El camino u,v es el Gnico
en el arbol G entre los vértices u y v. Por tanto, el grafo G — e est4 constituido por dos compo-
nentes conexos 7, y T, que, por ser G aciclico, tampoco contienen ciclos y que, por tanto, son
arboles. Si 7, y T, tienen orden n, y n,, respectivamente, entonces, por la hipétesis de induc-
cion, sus tamafios son, respectivamente, n, — 1 y n, — 1. Por tanto, el niimero de aristas de G
es (m,— 1)+ (n,— 1)+ 1=(n,+n,—1) =n—1. Asi pues, (a) => (d). Para demostrar la im-
plicacién contraria, (d) = (a), es preciso notar, en primer lugar, que la hipétesis de que G sea
conexo es necesaria, ya que la figura 6.5 muestra un ejemplo de grafo con |E(G)| = |V(G)|—1
que no es drbol. En segundo lugar, el teorema 1.1 del capitulo 7 implica que todo grafo con
orden n 'y tamafio n — 1, n > 1, tiene al menos dos vértices con grado 1 (ver el problema 1 al
final del capitulo). Planteando ahora la hipétesis de induccién de que todo grafo conexo con
menos de n vértices y tamafio una unidad menor que su orden es 4rbol (la hip6tesis se cumple
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Figura 6.5: Grafo con |E(G)| = |[V(G)| — 1 que no es drbol

otra vez trivialmente para los primeros casos), sea G un grafo conexo con n vértices y n — 1
aristas. Siu € V(G) es uno de los vértices de G con grado 1, consideremos el grafo G — u que
tiene orden n — 1 y tamafio n — 2. Por la hipétesis de induccidn, G — u es 4rbol y, por tanto, G
tiene que ser también arbol.

(a) <= (e). Sea G conexo. Si G tuviese ciclos y e fuese una arista perteneciente a algin
ciclo de G, entonces G — e seria atin conexo. Por tanto, G no contiene ciclos y es un arbol.
Reciprocamente, si G es arbol y e = uv € E(G), la arista e es el tinico camino entre sus vértices
terminales u y v. Por tanto, G — e es no conexo. Notemos, entonces, que en un arbol cada arista
€s una arista puente.

(a) <= (f). Sea G un arbol. Dados dos vértices independientes u, v de G, sea C el tinico
camino en G entre estos dos vértices. En el grafo G + uv, la arista uv forma con C un ciclo.
Asi, (a) = (f). Reciprocamente, si G no contiene ciclos, pero para todo par de vértices
independientes u, v, el grafo G 4+ uv ya no es aciclico, entonces G debe ser conexo, de otro
modo G + uv no tendria ningtn ciclo si u y v son vértices que pertenecen a componentes
distintos de G. U

Un grafo conexo de orden n debe tener al menos n — 1 aristas. En este sentido, los drboles
son los grafos conexos de tamafio méds pequefio. Recordemos también que el hecho de que
un grafo conexo sin ciclos de orden n tenga tamafio n — 1 se usé en el capitulo anterior para
demostrar la férmula de Euler y sus consecuencias.

Cada arista de un arbol es un puente. En cuanto a los vértices, se tiene el resultado siguiente,
la demostracién del cual se deja como ejercicio.

Teorema 6.2. Un vértice v de un drbol T es vértice de corte si y s6lo si d(v) > 1.

El concepto de arbol se puede generalizar de la forma siguiente. Un bosque es un grafo
aciclico. Asi, cada componente de un bosque es un arbol.

Ejercicio 6.3. Demostrar que si G es un bosque con orden n y k componentes, entonces G
tiene n — k aristas.
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6.2 Arboles generadores

Un drbol generador de un grafo G es un subgrafo generador de G que es arbol. Notemos que,
si T es un drbol generador de G, entonces 7' es un drbol maximal contenido en G en el sentido
siguiente: si e € E(G) es una arista que no pertenece a E(T), entonces T + e ya es un subgrafo
de G que contiene un ciclo. La figura 6.6 muestra un grafo G y uno de sus 4rboles generadores.

Figura 6.6: T es un arbol generador de G

Teorema 6.4. Todo grafo conexo tiene un arbol generador.

Demostracion. Dado G = (V,E) conexo, sea u € V un vértice cualquiera. Para cada v €V,
v # u, escogemos un vértice w, adyacente con v y tal que d(u,w,) = d(u,v) — 1 (w, puede
coincidir con u). Sea E' C E el conjunto de aristas de la forma w,v obtenido de esta manera.
Entonces, el subgrafo T = (V,E') es érbol generador de G. En efecto, por construccion existe
en 7 un camino entre u y cualquier otro vértice v. Asi, T es un subgrafo conexo. Por otra parte,
si T tuviese un ciclo I''y w fuese un vértice de T tal que la distancia d(u,w) fuese maxima,
entonces el vértice w sdlo podria ser adyacente hacia otro vértice del ciclo, cosa que contradice
el hecho de que en un ciclo cada vértice es adyacente hacia otros dos. U

A partir de esta demostracién resulta sencillo formular un algoritmo para obtener un drbol
generador de un grafo conexo. Ademds, el arbol generador T obtenido tiene la propiedad de
preservar las distancias desde el vértice u. Es decir, dg(u,v) = dr(u,v), para todo v € V(G).
En la figura 6.7 se muestra un arbol generador del grafo G de la figura 6.6, obtenido con
el procedimiento descrito. Cada vértice de G se ha etiquetado con su distancia al vértice u
indicado en la figura.

En la seccién 6.5 se presentan, en un contexto mds general que el considerado aqui, dos
algoritmos clésicos de obtencién de 4drboles generadores.

Si T es un arbol generador, se llaman cuerdas las aristas de G que no son aristas de 7. Asf,
si ¢ es una cuerda, el subgrafo 7 +c = (V(G),E(T) U{c}) contiene exactamente un ciclo. Por
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Figura 6.7: Obtencién de un arbol generador

ejemplo, si Gy T son los indicados en la figura 6.6, la figura 6.8 muestra el ciclo I', creado por
la cuerda c. Esta propiedad serd ampliamente usada en el préximo capitulo, cuando se estudie
la estructura de ciclos fundamentales de un grafo.

Figura 6.8: Ciclo creado por la cuerda ¢

6.3 Numero de arboles generadores

Como se ha visto en el capitulo anterior, una posible representacién matricial de un grafo cone-
x0 G no trivial se obtiene considerando su matriz de incidencia B. Las filas de B corresponden
a los vértices del grafo y cada columna, que contiene exactamente dos unos, corresponde a una
arista de G. Asi, la informacion de la estructura de G queda también recogida en la llama-
da matriz de incidencia reducida, B,, obtenida de B suprimiendo la fila correspondiente a un
vértice dado v,, que se puede tomar como vértice de referencia.

Ejemplo: El grafo G de la figura 6.9, con V(G) = {1,2,3,4} y conjunto de aristas E(G) =
{e1,e2,e3,e4}, donde e; = 12, e, = 13, e3 = 14, e4 = 34, tiene como matriz de incidencia B y
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matriz de incidencia reducida B,,

Figura 6.9: Obtencién de B,

111
1008 1000
B=| oo | B=l0o1 01
00 11 001 1

donde se ha tomado como vértice v, el vértice 1.

Ejercicio 6.5. Reconstruir el grafo del ejemplo anterior a partir de la matriz de incidencia
reducida B,.

Ahora, sea M una matriz obtenida de B, cambiando, en cada columna de B,, una de las
entradas igual a 1 por —1. Ademds, si G tiene orden n y H es un subgrafo con n — 1 aristas,
designaremos por My la submatriz de M, cuadrada de orden n — 1, las columnas de la cual
corresponden a las aristas de H.

Ejercicio 6.6. Comprobar que la matriz M es la matriz de incidencia reducida de la matriz de
incidencia de un digrafo obtenido de G orientando las aristas del grafo.

El resultado siguiente relaciona la estructura de H con el determinante de M.
Teorema 6.7. El subgrafo T es drbol generador de G si y sélo si |det(Mr)| = 1.

Demostracion. Sea T un arbol generador de G, sea u; # v, un vértice de G que tenga grado
uno en 7'y denotemos por b la arista de T con la cual este vértice incide. En general, sea u;,
i=2,...,n—1, un vértice diferente de v, que tenga grado uno en el arbol T — {u,... ,u;—1}
y b; la arista de este drbol con la cual u; es incidente. Ahora, permutando adecuadamente las
filas y las columnas de M7, es posible obtener una matriz M7 tal que |(M7);;| =1 si u; es
incidente con b y (M7);j = 0 de otro modo. Pero, por construccién, M7 es triangular inferior
con |(M})i| =1,i=1,2,... ,n— 1. Por tanto, |det(M?}.)| = |det(Mr)| = 1.
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En cambio, si H es un subgrafo generador de G no conexo y con n — 1 aristas, la suma
de las filas de My correspondientes a los vértices de un componente de H que no contenga el
vértice v, da el vector 0, ya que en cada columna sumamos 1 y —1. Por tanto, det(M7) = 0.

Finalmente, si H no es subgrafo generador de G y no contiene v,, entonces la suma de las
filas de My da nuevamente el vector 0. Si H no es subgrafo generador y contiene v,, entonces
alguna de las filas de My es el vector 0. En cualquier caso, det(Mr) = 0. O

Ejercicio 6.8. Construir las matrices My de los subgrafos generadores del grafo de la figu-
ra 6.9.

El resultado anterior permite, ahora, contar el nimero de drboles generadores de un grafo
conexo no trivial.

Teorema 6.9. El nimero t(G) de drboles generadores de un grafo conexo G no trivial es
1(G) = det(MMT)

Demostracion. Se usard un resultado cldsico de dlgebra de determinantes, conocido como teo-

rema de Binet—Cauchy: Si P 'y Q son matrices r X s y § X r, respectivamente, con r < s, y

PyQ,i=172,..., (r) son, respectivamente, las submatrices cuadradas r x r de Py Q de

tal forma que, si P; contiene las columnas n;,,n;,,... ,n; de P, entonces Q; contiene las filas

correspondientes n;, ,n;,, ... ,n;, de Q, se cumple la formula det(PQ) = Y det(P;)det(Q;).
Aplicando este resultado,

det(MMT) Zdet det(M]') =Y (det(M;))?

i

donde cada M; corresponde a un subgrafo con n — 1 aristas. Sin embargo, (det(M;))?> = 1siy
s6lo si las columnas de M; definen un 4rbol generador de G y (det(M;))* = 0, de otro modo.
Por tanto, det(MM?) cuenta el niimero total de 4rboles generadores. O

Ejemplo: Consideremos el grafo de la figura 6.6 con los vértices numerados como se indica
en la figura 6.10 y las aristas ordenadas de la forma siguiente: e; = 12, ep = 13, e3 = 23,
eqs =125, es = 34, eg = 35, e7 = 45. Tomando como vértice de referencia v, = 5, una posible
matriz M es la siguiente:
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Figura 6.10: Arboles generadores y matriz de incidencia

Por ejemplo, al arbol generador definido por el conjunto de aristas {e;, e3,e4,e7} corresponde
la submatriz cuadrada de orden 4,

1 0 0 O

My — 0O 1 -1 O
-1 -1 0 O

0O 0 0 -1

que tiene determinante 1. Sin embargo, al subgrafo H definido por el conjunto de aristas
{e1,e2,e3,e7}, corresponde la submatriz

1 1 0 0
-1 0 1 0

My =
" 0 -1 -1 0
0 0 0 -1

con determinante nulo.

El nimero de drboles generadores de G es det(MMT) = 21.

Tomando G = K, se obtiene el siguiente corolario del teorema anterior, conocido como
formula de Cayley, 1a demostracion del cual se deja como ejercicio.

Corolario 6.10. El nimero de drboles de orden n, n > 2, es n" 2.

En este resultado, los vértices de los arboles estdn numerados y dos arboles se consideran
distintos cuando no son idénticos, aunque sean isomorfos.

Dado un grafo conexo no trivial G = (V,E) y e = uv € E, denotamos por G, el multigrafo
resultante de “contraer” la arista e, es decir, G, se obtiene suprimiendo de G la arista e e identi-
ficando sus vértices terminales u, v; ver la figura 6.11. Un drbol generador de un multigrafo es,
como en el caso de un grafo, un subgrafo que es drbol y contiene todos los vértices. El nimero
T(G) de drboles generadores de G verifica la siguiente férmula recursiva:
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G Ge
Figura 6.11: Contraccion de una arista

Teorema 6.11. Dada e € E(G), se cumple ©(G) = 1(G — ¢) + 1(G.).

Demostracion. S6lo es preciso notar que los drboles generadores de G que no contienen la
arista e se corresponden con los drboles generadores de G — e, mientras que los que si contienen
la arista e se corresponden con los drboles generadores de G.. U

Ejercicio 6.12. Calcular el nimero de drboles generadores del multigrafo G, de la figura 6.11.

6.4 Obtencion de todos los arboles generadores

Sean T y T' dos drboles generadores de un grafo conexo no trivial G. Sea F el conjunto de
aristas de T que son cuerdas respecto a 7', y F' el conjunto de aristas de T’ que son cuerdas
respecto a 7. Es decir, F = E(T)\E(T')y F' = E(T')\E(T). Dada f € F, alguna de las
aristas que constituyen el tnico ciclo I'y de 7’ + f debe pertenecer a F’, de otro modo 7' no
serfa aciclico. Sea Fy el conjunto de estas aristas de I'y que también pertenecen a F'. Alguna
f' € Fy debe ser tal que f pertenezca también al tinico ciclo T'y de 7' + f'; de otro modo, la
unién de los ciclos 'y y T'yr, f' € Fy, tendria un ciclo constituido Gnicamente por aristas de 7.

Si ahora se considera el drbol Ty = (T + f') — f, el nimero de aristas comunes a Ty y T’ es
una unidad més grande que el de aristas comunes a T 'y T". Si decimos que 7 se ha obtenido de
T mediante una transformacion elemental, iterando el proceso descrito se obtiene el resultado
siguiente:

Teorema 6.13. A partir de un drbol generador T se obtiene cualquier otro arbol generador T’
mediante una sucesion de k transformaciones elementales, siendo k el nimero de aristas de 7’
que son cuerdas en 7.

Ejercicio 6.14. Sean T y T' los arboles generadores indicados en las figuras 6.6 y 6.7 respec-
tivamente. Obtener uno del otro mediante transformaciones elementales.
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6.5 Arboles generadores de coste minimo

Una funcion de coste definida sobre el conjunto de aristas de un grafo conexo no trivial G =
(V,E) es una aplicacién ¢ que asigna a cada arista e € E un nimero real no negativo c(e). Si T
es un arbol generador de G se define su coste, ¢(7), mediante la férmula:

ecE(T)

En muchas aplicaciones surge la cuestion de determinar un arbol generador 7, que tenga coste
minimo. Por ejemplo, si c(e), e = uv, representa el coste de conectar directamente los nodos u y
v de una red, y se trata de determinar la red mas econdémica, entonces la solucién correspondra
a encontrar el arbol generador de coste minimo del grafo completo determinado por los nodos
(¢ por qué?). Este es un problema cldsico conocido como el problema del conector.

Dos algoritmos clésicos para determinar un drbol generador de coste minimo 7;, de un
grafo G = (V,E) son los siguientes:

Entrada: G = (V,E): un grafo conexo.
Algoritmo KRUSKAL
1. Fy+ 0.
2. Parak=1hasta |V|— I hacer
Fy < F;_1U{by}, donde by es una arista de coste minimo entre las aristas
e de E\ Fi_ tales que el subgrafo H = (V, F;_; U{e}) es aciclico.
3. Tuw=(V,Fyl-1)
Salida: 7,,: arbol generador de coste minimo.

Entrada: G = (V,E): un grafo conexo.
Algoritmo PRIM
1. Escoger un vértice vg € V.
Sea Vo = {vo} y Tp el arbol constituido por este tnico vértice.
2. Parak =1 hasta |V|— 1 hacer
Sea vy € V \ Vi adyacente con algin vértice w € Vj_ y tal que la
arista e = v;w tenga coste minimo entre todas las que no pertenecen a
E(Tx—1) y son incidentes con algtin vértice de Ty .
Vi < Vi1 U{w}
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T T 1 +e
3. Tm:TiV\fl'
Salida: 7,,: arbol generador de coste minimo.

Teorema 6.15. Los algoritmos de Kruskal y de Prim determinan un 4rbol generador de coste
minimo.

Antes de demostrar el teorema anterior, consideremos un resultado {itil a la hora de decidir
si un drbol generador T tiene coste minimo. Designamos por C(7) el conjunto de arboles
generadores que se obtienen de 7 mediante una transformacién elemental. Es decir, T’ =
(T + ¢) —e, donde ¢ es una cuerda respecto a T y e es una arista de T que pertenece al tinico
cicloT'.de T +c.

Lema 6.16. T es un érbol generador de coste minimo si y s6lo si ¢(T') > ¢(T) para todo

T' e C(T).

Demostracion. La condicion es evidentemente necesaria. Para demostrar la suficiencia sea T
un arbol generador que verifique la condicién enunciada y sea 7}, un arbol generador de coste
minimo. Sea F el conjunto de aristas de 7 que son cuerdas respecto a T,,, y F,, el conjunto
de aristas de 7, que son cuerdas respecto a 7. Dada f € F, sea h € F,, una arista del tnico
ciclo I'y de T,, + f tal que f pertenece también al tnico ciclo I';, de T + h. Consideremos el
arbol generador 7' = (T +h) — f. Dado que T’ € C(T), se tiene ¢(T") > ¢(T) y, por tanto,
c(h) > c(f). Por otra parte, si consideramos el arbol generador 7, = (T,, + f) — h € C(T,,),
obtenemos también c(f) > c(h). Asi, ¢(f) = c(h) y, por tanto, ¢(T") = ¢(T). Por otra parte, 7"
tiene con 7, una arista comtin més que 7.

Vemos ahora que 7' satisface también la condicién ¢(T") > ¢(T') para todo T" € C(T").
Supongamos que exista un drbol generador 7" = (T'+1') — f' € C(T") tal que ¢(T") < ¢(T"),
donde /' es una cuerda respecto a T’y f es una arista de T7'. Si el tnico ciclo 'y de T' + 4’ no
contiene a h, entonces I'y es también el tnico ciclo de T+ 4,y (T +#') — f' € C(T) tendria
un coste menor que 7. De otro modo, si el ciclo I';y contiene también la arista &, entonces la
unién de Ty y T, (el dnico ciclo de T + h) contiene el tnico ciclo I'}, que resulta afiadiendo la
cuerda i’ al drbol T. Ademds, f’ debe pertenecer también a I}, y, otra vez, (T +h') — f tendria
coste menor que 7.

Dado que T satisface también la condicién del enunciado, podemos iterar el proceso y
obtener una sucesion de drboles generadores T,T",. .. ,T,,, todos ellos con el mismo coste, que
acaba en T,,. Asi, ¢(T) = ¢(T,,) y T tiene coste minimo. O
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Demostracion del teorema 6.15. (a) Consideremos en primer lugar el algoritmo de Kruskal.
El subgrafo 7, que se obtiene es un arbol generador. En efecto, T, tiene n — 1 aristas y, por
construccidn, es aciclico. Veamos que también es conexo. Sean 71,73, ... , T, los componentes
conexos de T, que son por tanto drboles. Asi,

n= 1= B = SV =1) = SV -r=n—r

de donde se concluye r = 1. Si existiese T' = (T, + h) — f € C(T,) con ¢(T") < ¢(T,,), esto
implicaria c(h) < c¢(f) y, por tanto, cuando en el paso (2) del algoritmo se ha seleccionado la
arista f, serfa preciso haber seleccionado antes la arista 4. Por tanto, 7,, verifica la condicién
suficiente expresada en el lema 6.16 y T, tiene coste minimo.

(b) Por construccion, la sucesiéon Ty, 11, ..., 1,1 = T,, obtenida aplicando el algoritmo de
Prim es una sucesion de subgrafos que son drboles, con 6rdenes 1,2,... ,n, respectivamente,
que acaba, por tanto, en un arbol generador. Supongamos otra vez que exista 7' = (T, + h) —
f € C(T,) tal que ¢(T") < ¢(T;,) y, por tanto, c(h) < c¢(f). Designemos por I, el tnico ciclo
de T,, que contiene a 'y h y sea T; el arbol de la sucesion anterior tal que T = Tr— + f.
Sea f| # f la otra arista de T, que no pertenece a E(T;_1), incidente con un vértice de Tj_;.
Por el proceso de obtencién de Ty a partir de T;—; se debe cumplir ¢(f) > ¢(f). Sea ahora
Tx,, k1 > k, el arbol de la sucesion construida por el algoritmo de la forma 7, = Ty, —1 + f1,
creado al afiadir la arista f;. Si fo # fi es la otra arista de I';, incidente con vértices de Ty, 1,
se tiene c¢(f2) > c(f1). Repitiendo el razonamiento, obtendremos finalmente una arista f; de
[y, con c(fy) = -+ > ¢(fa) 2 c(f1) y tal que f; y h son incidentes con vértices de T, 1. Por
tanto, ¢(h) > c(f;), con lo que se concluye también que c(h) > c¢(f), en contradiccion con
c(h) < c(f). Asi, también en este caso, T,, verifica la condicion suficiente expresada en el
lema 6.16 y tiene, por tanto, coste minimo. U

Las figuras 6.12 y 6.13 muestran secuencias de subgrafos obtenidos a partir del grafo G de
la figura 6.6, con los costes que se indican, cuando se aplican los algoritmos de Kruskal y Prim
respectivamente. Notemos que, tal como se ha dicho en la demostracién del teorema 6.15, los
subgrafos generados por el algoritmo de Prim son arboles, mientras que, en general, esto no es
asi en caso de aplicar el algoritmo de Kruskal.

Notas bibliograficas

Los libros de Bondy y Murty [1] y de Chartrand y Lesniak [3] cubren de forma excelente
la tematica del capitulo. El libro de Harary [4] contiene un apéndice con los diagramas de
todos los drboles de orden menor o igual a 10. La aplicacién de los drboles a las ciencias
de la computacién puede estudiarse en el libro de Knuth [5]. El resultado sobre el nimero de
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Figura 6.12: Desarrollo del algoritmo de Kruskal

arboles generadores no idénticos se debe a Cayley [2], y en [7] hay una recopilacién de diversas
demostraciones del teorema. En cuanto a los drboles generadores, el algoritmo de Kruskal fue
descrito en [6] y la referencia para el algoritmo de Prim es [8].
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Figura 6.13: Desarrollo del algoritmo de Prim

[8] R. C. Prim. “Shortest connection network and some generalizations”, Bell System Tech.
J., 36, pp. 1389-1401, 1957.

Problemas

1. Demostrar que en todo grafo con n vértices y n — 1 aristas existen al menos dos vértices
de grado 1.

2. Demostrar que un arbol es un grafo bipartito.
3. Determinar todos los drboles de orden 4. Cudntos hay que sean no isomorfos?

4. Demostrar el teorema 6.2: Un vértice v de un arbol T es vértice de corte si y sélo si
d(v) > 1.

5. Sea T un érbol con n vértices y sea G un grafo con grado minimo 8(G) > n— 1. Demos-
trar que 7' es subgrafo de G (es decir, existe un subgrafo de G isomorfo a 7).

6. Recordemos que el centro de un grafo G es el conjunto de vértices de G que tienen
excentricidad minima. Demostrar que el centro de un drbol estd formado por un tnico
vértice o por dos vértices adyacentes.
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7. Sean ry D el radio y el didmetro de un 4rbol T. Demostrar que D es igual a2roa2r—1.
Relacionar este resultado con el del problema 6.
8. Sea T un arbol binario con orden 7.
(a) Demostrar que n es impar;
(b) demostrar que el nimero de vértices de grado 1 es (n+1)/2.
9. Sea r el vértice raiz de un drbol binario 7 con orden n. Se dice que v € V(T') estd en el
nivel i si d(r,v) =i. Sea [, el nivel mdximo. Demostrar que
-1
flogs (n+1) =11 <1y < °5
10. Demostrar que un subgrafo H de un grafo conexo G es subgrafo de un arbol generador
de G siy sélo si H es aciclico.
11. Demostrar la férmula de Cayley (corolario 6.10) aplicando el teorema 6.9 al grafo com-
pleto K,.
7
2 3
1
6 5
4
Figura 6.14: Secuencia asociada a T
12. SeaV ={1,2,...,n},n> 2,y T un drbol con conjunto de vértices V. Asociemos a T
una secuencia (1,1, ... ,t,—») de longitud n— 2 (llamada secuencia de Priifer) construida

con elementos de V mediante el procedimiento siguiente. Suponiendo V ordenado, sea
v el primer vértice de grado uno en 7'y sea f; el vértice adyacente a v;. Sea ahora v; el
primer vértice de grado uno en T — vy y sea £, el vértice adyacente en 7' —v| a v,. Esta
operacion se repite hasta que #,_» ha quedado definido y s6lo quedan dos vértices.

(a) Dar la secuencia correspondiente al drbol de la figura 6.14.
(b) Dar el arbol que tiene asociada la secuencia (4,4,3,1,1).

(c) Sea T, el conjunto de drboles de orden n, n > 2, con conjunto de vértices V. De-
mostrar que el procedimiento descrito define una correspondencia biyectiva entre
T,yVvn=.
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

(d) Utilizando este hecho, demostrar el resultado dado en el corolario 6.10.

Una arborescencia A con raiz r es un digrafo tal que el grafo resultante de quitar las
direcciones de los arcos es un drbol y con la propiedad de que existe un tinico camino
dirigido desde r hacia cualquier otro vértice de A; ver la figura 6.15. Demostrar que el
ntimero de arborescencias con n vértices etiquetados es "~

Figura 6.15: Arborescencia con raiz r = 6

Usando la férmula recursiva dada en el teorema 6.11, calcular el nimero de arboles
generadores del grafo de la figura 6.10.

Sea M la matriz obtenida a partir de la matriz de incidencia reducida B,, tal como se
explica en la seccién 6.3. Demostrar que si G es un grafo conexo con n vértices, n > 2,
entonces el rango de M es n — 1.

La matriz de grados de un grafo G con conjunto de vértices {v,vy,...,v, } es la matriz
diagonal diag(d(vi),d(v2),...,d(v,)). Demostrar la siguiente version del teorema 6.9:
Si G es un grafo conexo no trivial con matriz de adyacencia A y matriz de grados C,
entonces el nimero de drboles generadores de G es el valor de un cofactor cualquiera de
la matriz C — A.

Dado un un grafo conexo G, considerar el algoritmo siguiente:

(a) Si G no tiene ciclos, entonces T = G. Fin.

(b) De otro modo, sea " un ciclode Gy e € E(T) tal que G’ = G — e sea conexo. Tomar
G = G’ y volver al paso anterior.

Demostrar que este procedimiento estd bien definido y da un arbol generador de G.
(Cudntas iteraciones se requieren para obtener el drbol generador?

Sea F el conjunto de cuerdas de un grafo conexo G respecto de un cierto 4rbol generador.
Demostrar que si I" es un ciclo de G, entonces alguna arista de I pertenece a F.
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19.

20.

21.

22.

Sea G un grafo conexo no trivial con una funcién de coste ¢ definida sobre su conjunto
de aristas tal que c(e) # c(f) si ey f son aristas distintas. Demostrar que, en este caso,
el arbol generador de coste minimo es tnico.

Considerar un grafo conexo no trivial con una funcién de coste definida sobre su conjunto
de aristas. Suponer que existe una arista e cuyo coste es menor que el de cualquier otra
arista. Demostrar que todo 4rbol generador de coste minimo contiene la arista e.

Sea G un grafo conexo con orden n y tamafio m. Consideremos el grafo T que tiene por
vértices los arboles generadores de G, y dos arboles son adyacentes en 7 si se obtienen
uno del otro por una transformacién elemental.

(a) Demostrar que T es conexo;
(b) demostrar que D(Tg) < min(n—1,m—n+1);

(c) determinar 7 si G = Kj.

La tabla siguiente da los costes de las conexiones entre diferentes nodos.

A B C D E F
Al- 5 6 4 3 7
B|5S5 - 2 4 8 5
c|6 2 - 4 8 8
D|4 4 4 2 5
E|3 8 8 2 - 4
F|7 5 8 5 4 -

Determinar una red mas econdmica que permita la comunicacién entre dos nodos cua-
lesquiera usando: (a) el algoritmo de Kruskal; (b) el algoritmo de Prim.
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Capitulo 7

Circuitos y ciclos

1. Grafos eulerianos

2. Grafos hamiltonianos

3. Ciclos fundamentales

4. Analisis de redes eléctricas

Este capitulo se dedica a analizar la estructura ciclica de los grafos desde dos puntos de vista.
Primero, dado un grafo G, se estudia la existencia en G de circuitos y ciclos particularmente
interesantes: los circuitos eulerianos y los ciclos hamiltonianos. Veremos que, aunque los
problemas de encontrar circuitos y ciclos de este tipo se formulan de manera muy similar,
tienen, en cambio, soluciones bien diferentes. Como aplicaciones, se consideran el conocido
problema del viajante y el de las secuencias de de Bruijn. En segundo lugar, se ve como todos
los ciclos de G se obtienen a partir de los llamados ciclos fundamentales respecto de un drbol
generador del grafo. Como aplicacion, se presentan las ideas bésicas del andlisis por ciclos de
una red eléctrica RLC.

7.1 Grafos eulerianos

El origen de la teoria de grafos se asocia a menudo con la resolucidn que dio Euler del llamado
problema de los puentes de Kénigsberg (1736). Esta antigua ciudad prusiana, dividida por el rio
Pregel, que bordea la isla de Kneiphof, tenia siete puentes dispuestos como indica la figura 7.1.
Los habitantes de esta ciudad se planteaban la cuestion siguiente: ;es posible, paseando, hacer
un recorrido que pase una Unica vez por cada uno de los siete puentes? La resolucion que dio
Euler de este problema no solamente respondia a esta cuestion, sino que introducia la nocién
de grafo y resolvia al mismo tiempo un problema de cardcter mds general.
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"y
™

Figura 7.1: Los siete puentes de la ciudad de Konigsberg

Dado un grafo (multigrafo) G, se dice que un circuito en G es euleriano si usa una tnica
vez cada una de sus aristas. En el caso que un circuito asi exista, se dice que el multigrafo G
es euleriano. De forma similar, un recorrido que pasa una tnica vez por cada una de las aristas
de G es un recorrido euleriano. En la figura 7.2, el grafo (a) no contiene ningin recorrido
ni circuito euleriano, el grafo (b) contiene recorridos pero no circuitos eulerianos y el grafo
(c) contiene circuitos eulerianos. La solucién del problema de los puentes de Konigsberg es

PR

Figura 7.2: Grafos con y sin recorridos o circuitos eulerianos

equivalente a determinar si el multigrafo de la figura 7.3, obtenido asociando a cada regién
un vértice y a cada puente una arista, contiene o no un recorrido euleriano. Esté claro que si
un multigrafo es euleriano tiene que ser conexo, salvo vértices aislados. Por otra parte, no es
dificil observar que, en un grafo euleriano, todos los vértices tienen que tener grado par. De
hecho, estas dos condiciones son también suficientes para la existencia de circuitos eulerianos.

Teorema 7.1. Un multigrafo G es euleriano si y sélo si es conexo (salvo vértices aislados) y
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Figura 7.3: El grafo del problema de los puentes de Konigsberg

todos sus vértices tienen grado par.

Demostracion. Esta claro que la existencia de vértices aislados no afecta la propiedad de ser
euleriano. Por tanto, podemos suponer que G no tiene vértices aislados.

Necesidad. Si G tiene un circuito euleriano, este circuito conecta todos los vértices y G
es conexo. Al recorrer el circuito, cada vez que entremos en un vértice por una determinada
arista tenemos que salir por una arista diferente, de manera que cada vértice tiene que tener un
ndmero par de aristas incidentes.

Suficiencia. Supongamos ahora que G es conexo y que todos sus vértices tienen grado par.
Construimos un recorrido a partir de un vértice arbitrario vy sin usar la misma arista dos veces.
Si llegamos a un vértice x # vo habremos usado un nimero impar de aristas incidentes a x, de
manera que podemos salir de x por una nueva arista. Cuando esto ya no sea posible, estaremos
forzosamente en el vértice de salida vg y habremos descrito un circuito Cy.

Si Cp contiene todas las aristas, ya hemos acabado. En caso contrario, eliminamos de G
todas las aristas de Cp, de manera que obtenemos un grafo G' que vuelve a tener todos los
vértices de grado par (aunque no tiene por qué ser conexo). Sea H un componente conexo de
G’ que tenga alguna arista. Como el multigrafo de partida G es conexo, H tiene que tener algtin
vértice de Cp, digdmosle v;. Construimos un recorrido dentro de H a partir de v; de forma
similar al que hemos hecho desde vy en G y obtenemos un circuito C; que no contiene ninguna
arista comun con Cy. Entonces, Cy UC; es un circuito con un nimero de aristas estrictamente
mas grande que Cy.

Si Co UC contiene todas las aristas, ya hemos acabado. En caso contrario se puede repetir
el procedimiento anterior para obtener una sucesién de circuitos con nimero de aristas estric-
tamente creciente. Como el nimero de aristas de G es finito, con este procedimiento acabamos
construyendo un circuito euleriano. U
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Esta demostracion proporciona, entonces, un método constructivo para obtener un circuito
euleriano, una vez sabemos que las condiciones del teorema se satisfacen. De hecho se puede
usar el razonamiento para obtener un algoritmo que construye un circuito euleriano, cuando es
posible.

Este algoritmo, claramente, necesita un mecanismo generador de recorridos. Asi, comenza-
remos dando un procedimiento RecorrerCamino que tiene como objetivo ampliar un recorrido
dado. En este procedimiento V' y E son el conjunto de vértices y de aristas del grafo, v es
un vértice cualquiera de V y I'(w) es el conjunto de aristas incidentes con el vértice w. El
procedimiento simplemente afiade aristas nuevas, mientras sea posible, a un recorrido dado.

Entrada: G = (V,E): un grafo; v € V.
Procedimiento RECORRERCAMINO

1. P+0 [P es la secuencia de aristas del recorrido]

2. U+ E [U es el conjunto de aristas que atin no estan en el recorrido]
3. w+wv [Inicializamos w, final actual del recorrido]

4. Mientras I'(w) NU # 0 hacer

Tomar e € I'(w) NU
X < otro extremo de e

U+U-—e
Afadir e a P
W< X

Salida: P: camino.

En cada iteracién, RecorrerCamino toma una arista arbitraria, por la cual atin no se ha pasado,
de todas las que inciden con el vértice actual y la afiade al recorrido P. El procedimiento
continda hasta que no hay aristas libres a partir del vértice actual.

El algoritmo Euler usa este procedimiento para construir un circuito euleriano en un grafo
conexo con todos los vértices de grado par. Observemos la recursividad del algoritmo, que
proviene de la demostracién en la cual se basa.

Entrada: G = (V,E): un grafo.
Algoritmo EULER
Procedimiento Euler(V',E' V')
RecorrerCamino(V' ,E' V') [Encuentra un circuito P en G(V',E’")]
Si P no es un circuito euleriano de G(V',E’) entonces hacer
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Borrar de E las aristas que hay en P
Denotar los componentes no triviales del subgrafo
que resulta G1(V1,E1),G2(Va,E), ... ,G(V;,E;)
sea v; un vértice de Pen V;
Para i = 1 hasta j hacer
Euler(V;,E;,v;) [Encuentra un circuito euleriano C en G;]
Pone C en P en la posicién v;
C+P
Retorna C
1. v ¢ cualquier vértice de V.
2. Euler(V,E,v).
Salida: C [Circuito Euleriano de G = (V,E)].

Vi Vi V3 ® V3
Vo [ [ Vs
[

%) %) V4 V4

Vi V3

Vo Vs
1%) V4
CoUC UG

Figura 7.4: Construccién de un circuito euleriano

Usamos el grafo de la figura 7.2 para mostrar el funcionamiento del algoritmo tal como se
muestra en la figura 7.4.

Cuando se llama al procedimiento Euler, este llama a RecorrerCamino, el cual inicia un
recorrido en v = vg y produce un circuito. En el grafo del ejemplo suponemos que se obtie-
ne el circuito Cy = vy, v1,Vv2,v9. Resulta P = Cy. Como atin no tenemos el circuito euleria-
no construido, borramos las aristas correspondientes al circuito encontrado Cy y repetimos el
proceso en el resto del grafo comenzando, por ejemplo, en vi. Supongamos que encontra-
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mos ahora el circuito C; = vy,v4,Vv2,v3,v;. Entonces, P serd vg,vi,v4,Vv2,V3,V1,V2,Vo. Final-
mente, comenzando en v4, encontramos C» = v4,V3,V5,V4. El circuito euleriano resulta ser
Vo,V1,V4,V3,V5,V4,V2,V3,V1,V2, V0.

El teorema 7.1 permite también resolver la cuestion relativa a la existencia de recorridos
eulerianos. Esto se debe al hecho que un multigrafo G admite un recorrido euleriano con
vértices terminales u y v si y sélo si G + uv admite un circuito euleriano. Con esta observacién
es facil demostrar el resultado siguiente.

Teorema 7.2. Un multigrafo G contiene un recorrido euleriano si y sélo si es conexo (salvo
vértices aislados) y el nimero de vértices de grado impar es 0 o 2.

Cabe observar que, en particular, los extremos de cualquier recorrido euleriano han de ser
los vértices de grado impar.

Este resultado da, entonces, una respuesta negativa al problema de los puentes de Konigs-
berg, ya que el grafo de la figura 7.3 no satisface las condiciones necesarias.

Una propiedad caracteristica de los grafos eulerianos es la de admitir siempre alguna des-
composicion (no necesariamente Unica) en ciclos. Para hacer precisa esta idea, recordemos
que, dados dos grafos G; = (V1,E}) y G, = (V,E»), suunién es G UG, = (Vi UV, E| UE,)
y su interseccién es G NG, = (V1 NV, E| NE,). Recordemos también que G; & G, = (V; U
V2, E1AE,), donde EyAE; son todas las aristas que pertenecen a E; o a E;. pero no a los
dos. Finalmente, se dice que G = (V,E) se descompone en los subgrafos G| y G, cuando
G1UG, =Gy GiNGy =N, donde N es un grafo nulo. En otras palabras, se dice que G se
descompone en los subgrafos G| y G, si G = G| & G, = G U G,. La descomposicién en un
nimero cualquiera de subgrafos se define de forma similar.

Teorema 7.3. Un multigrafo conexo G es euleriano si y s6lo si admite una descomposicién en
ciclos.

Demostracion. Suficiencia: Sean Cy,C», ... ,C, ciclos disyuntos en aristas tales que G = C| @
C @ - B C,. Como el grado de cada vértice en cada ciclo es dos, deducimos que cada vértice
de G tiene grado par.

Necesidad: Supongamos que G es euleriano, y sea C un circuito euleriano de G. Si en
C no hay vértices repetidos, G es ya un ciclo. Si no, sea v el primer vértice que se repite
al recorrer C desde un vértice inicial vy y llamamos C; al ciclo que se describe entre las dos
primeras apariciones de v. Entonces, el grafo G' = G\ E(C}) continda teniendo todos los
vértices de grado par y es conexo salvo vértices aislados, y por tanto es euleriano. Iterando este
procedimiento obtenemos una secuencia de ciclos disyuntos en aristas cuya unién es G. O

Esta descomposicién no necesariamente es Unica, ya que puede haber mds de un circuito
euleriano y cada uno de ellos se puede recorrer desde cada uno de sus vértices.
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En la figura 7.5 se ilustra la descomposicion de un grafo euleriano siguiendo el procedi-
miento que proporciona la demostracién del teorema anterior.

o e
| ~ -
| > 2
‘ 7 N
<3§
4
G C G'=G\E(C1)
PN
e 1
s
~ |
3 27 |
N
l/ ) °
G, G'=G\E(() Cs

Figura 7.5: Descomposicién del grafo G en los ciclos Cy, G y C3

La propiedad de ser euleriano se puede extender también al caso de digrafos. Un recorrido
en un multidigrafo G es euleriano si pasa por todos sus arcos una tnica vez. Si el recorrido
es cerrado diremos que se trata de un circuito euleriano dirigido y diremos también que G es
euleriano.

La caracterizacion de digrafos eulerianos se recoge en los resultados siguientes, similares
a los que se incluyen en los teoremas 7.1y 7.2.

Como en el caso no dirigido, si un multidigrafo es euleriano tiene que ser fuertemente cone-
xo0 (excepto si tiene vértices aislados). Ademads, al recorrer el circuito, cada vez que incidimos
en un vértice x por una arista, es preciso salir por otra arista incidente desde este mismo vértice
y, por tanto, d* (x) = d~ (x) para todo x € V(G). Estas dos condiciones necesarias son también
suficientes. La demostracién de la suficiencia es andloga a la del teorema 7.1 y se propone
como ejercicio.

Teorema 7.4. Un multidigrafo G es euleriano si y solo si es fuertemente conexo (salvo vértices
aislados) y para todo x € V(G), d*(x) = d~(x).
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La existencia de recorridos eulerianos en multidigrafos viene caracterizada en el teorema
siguiente, cuya demostracion se propone también como ejercicio.

Teorema 7.5. Un multidigrafo G contiene un recorrido euleriano desde el vértice u hasta el
vértice v, no adyacente hacia u, si y solo si el multigrafo subyacente es conexo (salvo vértices
aislados), y para todo x € V(G) \ {u,v}, d*(x) = d~(x), mientras que d*(u) =d (u) +1y
d (v)=d"(v)+1.

Secuencias de de Bruijn

Una aplicacién interesante de los circuitos eulerianos es la obtencién de las llamadas secuencias
de de Bruijn. Estas secuencias aparecen en el estudio de los registros ciclicos de desplazamien-
to, tema este que tiene una amplia aplicacién técnica en las telecomunicaciones, la teoria de
cddigos, la criptografia y las ciencias de la computacién.

Dado un alfabeto S con d simbolos podemos formar d* palabras x = xgx; ... X1, X; € S,
de longitud k. Una secuencia de de Bruijn es una secuencia circular xg,xy,... ,X,—1, Xi € S,
de longitud n, con la propiedad siguiente: para cada palabra x de longitud k, existe un tnico
i tal que x = x;xj11...X;+x—1, donde los subindices se toman mdédulo n. Claramente, n > dr.
Veremos a continuacién que para todo d y k existen soluciones con n = d*.

Para demostrar este resultado se introduce la familia de los digrafos de de Bruijn. Esta fa-
milia de grafos dirigidos es también interesante en el disefio de grandes redes de interconexion,
es decir, redes con muchos nodos de tal forma que cada nodo estd conectado como mucho a
un ndmero dado de nodos vecinos y la distancia méxima entre nodos también estd acotada. El
lector interesado en este tema puede consultar por ejemplo [3].

El digrafo de de Bruijn B(d,k —1) = (V,A), d > 1, k > 1 tiene por conjunto de vértices
V el de las d*~! palabras de longitud k — 1, siendo el vértice correspondiente a la palabra
X = Xp,X1,...,Xx—2 adyacente hacia los vértices de la forma y = xy,x2,...,xr—;. Cabe notar
que cada arco a = (x,y) € A queda identificado con una palabra xo,x1,... ,x;—; de longitud k
y que B(d,k — 1) es un multidigrafo, ya que contiene lazos. Los digrafos B(2,2) y B(2,3) se
representan en la figura 7.6.

Proposicién 7.6. B(d,k — 1) es un digrafo regular con grado d y tiene d* arcos.

Demostracion. De acuerdo con la regla de adyacencia que define los arcos, cada vértice xg,x1,

..., xr—2 es adyacente hacia los d vértices diferentes xi,...,xx_2,s, s € S. Por otra parte,
X0,X1,--- ,Xk—2 €s adyacente desde los d vértices s,xg,X1,... ,Xx—3, s € S. Esto demuestra que el
grado de entrada y el grado de salida de cada vértice es d y, por tanto, B(d,k — 1) es d-regular.
Asi, |[A| =d|V| =dr. O

De acuerdo con la condicion necesaria y suficiente dada en la seccién anterior, para que un
digrafo sea euleriano, la proposicion anterior permite formular el resultado siguiente:
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Figura 7.6: Digrafos B(2,2) y B(2,3)

Teorema 7.7. Paratodod > 1y k > 1, el digrafo de de Bruijn B(d,k — 1) es euleriano.

Consideremos ahora un circuito euleriano C en B(d,k — 1). Como cada arco de B(d,k— 1)
corresponde a una palabra de longitud & y dos arcos consecutivos del circuito considerado son
de la forma ag = xpx; ... Xk—1 Yy a1 = x1x2...X, €s evidente que C da una secuencia de de Bruijn
de longitud minima d*.

Corolario 7.8. Paratodo d > 1y k > 1 existen secuencias de de Bruijn de longitud d*.

Ejemplo: El circuito euleriano

000 — 001 — 011 — 110 — 101 — 011 — 111 — 111 — 110
— 100 — 001 — 010 — 101 — 010 — 100 — 000 — 000

en B(2,3) proporciona la secuencia de de Bruijn 0001101111001010 de longitud 16 para pala-
bras binarias de longitud 4.

7.2 Ciclos hamiltonianos

El problema de buscar recorridos cerrados que pasen por todas las aristas de un grafo una dnica
vez se puede modificar ligeramente para considerar caminos cerrados que pasen por todos los
vértices una Unica vez. El célebre matematico irlandés Sir William Rowan Hamilton propuso
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Figura 7.7: La vuelta al mundo de Hamilton y el ciclo en el grafo

en 1886 el problema de encontrar un itinerario para recorrer veinte ciudades alrededor del
mundo puestas en los vértices de un dodecaedro de manera que se pase una tnica vez por cada
ciudad y se vuelva a la de salida. Esto corresponde a encontrar un ciclo cerrado que pase una
Unica vez por todos los vértices del grafo del dodecaedro (ver la figura 7.7).

Por ello se llama ciclo hamiltoniano en un grafo a un camino cerrado que pasa una unica
vez por cada vértice (estrictamente hablando, dos veces por el vértice inicial que es también
el final). Un grafo es hamiltoniano si contiene un ciclo hamiltoniano. De forma similar, un
camino hamiltoniano es un camino que pasa una Unica vez por cada vértice.

A pesar de ser nociones préximas, la propiedad de ser hamiltoniano y de ser euleriano son
independientes. En la figura 7.8 se puede ver el grafo mds pequefio que es (a) euleriano y
hamiltoniano a la vez, (b) euleriano pero no hamiltoniano, (c) no euleriano pero hamiltoniano
y (d) ni hamiltoniano ni euleriano.

A PN

Figura 7.8: Grafo (a) euleriano y hamiltoniano; (b) euleriano y no hamiltoniano; (c) hamilto-
niano y no euleriano; (d) ni hamiltoniano ni euleriano
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Otra diferencia importante entre estas dos nociones es que, asi como saber si un grafo es
o no euleriano se responde con un teorema sencillo y definitivo en términos de la estructura
del grafo, el problema de saber si es hamiltoniano resulta mucho mads dificil: de hecho este es
uno de los grandes problemas abiertos en la teoria de grafos y hasta ahora no se conoce ningiin
resultado que dé condiciones necesarias y suficientes para responder a esta cuestién. Los tipos
de resultados que se conocen son, o bien resultados generales que dan condiciones suficien-
tes, o bien resultados especificos relativos a familias particulares de grafos. A continuacién
exponemos ejemplos de los dos tipos. En toda esta seccién supondremos que G es un grafo
conexo.

Intuitivamente esté claro que si el grafo tiene un nimero suficiente de aristas es mas fécil
poder recorrer un ciclo hamiltoniano. Hay una gran cantidad de resultados que hacen precisa
esta intuicién. Muchos de ellos se basan en la observacion siguiente:

Lema 7.9. Sea G un grafo de n vértices y u,v dos vértices no adyacentes tales que d(u) +
d(v) > n. Entonces, G es hamiltoniano si y sélo si G + uv es hamiltoniano.

Demostracion. Esta claro que, si G es hamiltoniano, G + uv también lo es.

Supongamos que G + uv es hamiltoniano y sea H un ciclo hamiltoniano de este grafo. Si no
contiene la arista uv, H también es un ciclo hamiltoniano en G. En caso contrario, H' = H — uv
es un camino hamiltoniano en G, y sea u = wiw,...w,_ 1w, = v. Llamamos U a los vértices
tales que su sucesor en el camino es adyacente a u, U = {wy : uwi1 € E(G)} y V alos vértices
adyacentes a v, V = {wy : vwy € E(G)}. Tenemos |U UV | < n, ya que v no pertenece a ninguno
de los dos conjuntos, de manera que

n>|UUV|=|U|+|V|-|lUNV|=d(u)+d(v)—|UNV|>=n—|UNV|
o sea, que U NV no es vacio. Si w; € U NV, podemos formar el ciclo hamiltoniano
U=WI, W2, o s Wiy VW1 e s s Wit 1, U
tal como se indica en la figura 7.9. U

Con este lema no es dificil demostrar uno de los resultados clasicos sobre esta cuestion.

Teorema 7.10 (Ore, 1961). Si para cada par de vértices no adyacentes u,v de un grafo G de n
vértices, n > 3, se satisface d(u) +d(v) > n, entonces G es hamiltoniano.

Demostracion. De acuerdo con el lema anterior y las hipétesis del teorema, si # 'y v son dos
vértices no adyacentes, G es hamiltoniano si y sélo si lo es también G 4 uv. En realidad
podemos afiadir a G todas las aristas que unen vértices no adyacentes sin alterar la propiedad
que el grafo sea hamiltoniano. Asi, entonces, G es hamiltoniano si y s6lo si el grafo completo
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U=wip wy Wik+1

Wi Wpn_1Wy=YV

Figura 7.9:

K, que se obtiene de esta manera lo es también. Estd claro que en K, podemos describir un
ciclo hamiltoniano simplemente visitando cualquier vértice no recorrido hasta que esto no sea
posible y volviendo entonces al vértice inicial. U

En particular, se obtiene también este otro resultado clasico:

Teorema 7.11 (Dirac, 1952). Un grafo G de n vértices, n > 3, tal que su grado minimo satis-
face 8(x) > n/2, es hamiltoniano.

En cuanto a resultados relativos a familias de grafos, resulta obvio por ejemplo que los
ciclos C,, son hamiltonianos. Esto es también cierto para los grafos completos K,,, tal como
hemos mencionado en la demostracién del teorema anterior. En cambio no lo es para los bi-
partitos completos K, ,, con n # m. En el ejercicio 15 se dan indicaciones para estudiar el
problema en los grafos bipartitos. Quiza el tipo de resultados mds fuertes relativos a familias
especiales de grafos sea el que hace referencia a los grafos planares. Tal como se ha visto en
el capitulo 5, un grafo es planar cuando se puede dibujar en el plano de manera que sus aristas
no se corten. Por otra parte, un grafo es k—conexo si la supresién de menos de k vértices no
lo desconecta (capitulo 8). La caracterizacién de grafos planares hamiltonianos est4 histdrica-
mente relacionada con el célebre teorema de los cuatro colores, que dice que cualquier mapa
dibujado sobre un papel admite una coloracién de paises, de manera que dos paises adyacentes
tengan colores diferentes, usando s6lo cuatro colores. No se habria tenido que esperar 150 afios
para ver este teorema demostrado si se hubiese podido demostrar que cualquier grafo planar
3-regular y 3-conexo admite un ciclo hamiltoniano (cosa que no es cierta). Lo que si se puede
asegurar es el resultado siguiente, cuya demostracién se puede encontrar por ejemplo en [2].

Teorema 7.12 (Tutte, 1956). Un grafo planar 4-conexo es hamiltoniano.

Como es habitual, las nociones anteriores se generalizan ficilmente al caso de grafos dirigi-
dos. Intuitivamente parece que serd ain mds dificil encontrar caminos dirigidos hamiltonianos,
ya que la orientacidn es una restriccién afiadida. Sin embargo, el problema de saber si un di-
grafo D es hamiltoniano se puede reducir al caso no dirigido con la construccién siguiente.
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Construimos un grafo G que tiene, por cada vértice u de D, un camino de longitud 3, x,y,z,.
Si u es adyacente hacia v en el digrafo D, entonces x, es adyacente a z, en el grafo G. Es
facil comprobar que D es hamiltoniano si y sélo si G lo es. En la figura 7.10 hay dibujados un
digrafo D y el grafo G construido a partir de D de esta manera.

s o

Zu
Xw

w D )’w Zw G

Figura 7.10: El digrafo D es hamiltoniano si y sélo si G lo es

Ademéds, se pueden encontrar en el caso dirigido resultados similares a los del caso no di-
rigido, aunque las técnicas de demostracién no siempre son similares. Por ejemplo, el teorema
equivalente al de Ore en el caso dirigido es el teorema de Meyniel, cuya demostracién se puede
ver por ejemplo en [2].

Teorema 7.13. Sea D un digrafo fuertemente conexo de orden n tal que para cada par de
vértices u y v no adyacentes (ni uv ni vu son arcos del digrafo) se satisface d(u)+d(v) > 2n—1,
donde d(x) =d*(x) +d~(x). Entonces D es hamiltoniano.

Una aplicacién inmediata de este resultado es que los digrafos fuertemente conexos que se
obtienen orientando las aristas de un grafo completo son hamiltonianos (estos grafos se llaman
torneos, y han sido extensamente estudiados).

Algoritmos para encontrar ciclos hamiltonianos

Determinar si un grafo G(V,A) es hamiltoniano es un problema NP-completo. Los algoritmos
exactos que dan un circuito hamiltoniano solamente son aplicables cuando |V| es pequeiia, o
bien sobre determinados tipos de grafos. En general se aplican algoritmos aproximados que no
pueden garantizar, caso de no encontrar un ciclo hamiltoniano, que este no exista.

Para grafos de Ore, es decir, que satisfacen las condiciones del teorema 7.10, existen al-
goritmos que encuentran un ciclo hamiltoniano. El méds conocido es de orden O(|V|?) y fue
propuesto por Bondy y Chvital (1974). Un algoritmo de orden O(|V|?) ha sido propuesto
recientemente [9].
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Entrada: G = (V,E): un grafo de Ore.
Algoritmo ALBERTSON

1. Crear un camino maximal P : u,... ,Xg,... ,V.
2. Mientras |V(C)| # |V(G)| hacer
Si u es adyacente a v entonces hacer C : u,... ,v,u

sino encontrar £ tal que u sea adyacente a x; + 1y v a x;
3. C o Uy Xpq 1, Xhg 2y ooy Vy Xhy X1y -y X, U
4. Encontrar x € V(G — C) y crear P*, un camino que contenga x y todo C.
5. Hacer P un camino maximal que contenga P*
Salida: C [Ciclo Hamiltoniano de G = (V, E)].

El problema del viajante

Una variante al problema de encontrar un ciclo hamiltoniano en un grafo es el conocido pro-
blema del viajante. En este problema, un viajante tiene que visitar un conjunto de ciudades de
forma que pase solamente una vez per cada una y que el trayecto total realizado sea minimo.
El modelo serd entonces un grafo con pesos en las aristas que representen las distancias. En-
tonces se trata de encontrar un ciclo hamiltoniano tal que la suma de los pesos de las aristas
sea minima. El problema es también NP-completo. Por ello, los esfuerzos se han concentrado
en dar algoritmos aproximados y métodos heuristicos. Los métodos heuristicos podrian ser
clasificados entre aquellos que construyen una posible solucién y los que intentan mejorar sis-
temadticamente una solucién inicial. Correspondiente al primer tipo hay un método heuristico
sencillo conocido como del vecino mds proximo. Se comienza en un vértice y se afiade la aris-
ta de distancia minima. A continuacion se van poniendo aristas de distancia minima en cada
extremo del camino. Este método no es muy eficaz, ya que puede dejar de considerar aristas
cortas, y cerrar el camino para hacer el ciclo suele ser muy costoso.

Un manera de reducir los problemas que aparecen con este algoritmo consiste en comenzar
con un ciclo corto y expandirlo insertando vértices de manera que, en cada paso, el peso total
de las aristas del ciclo aumente el minimo posible. Esta técnica es conocida como algoritmo
de insercion minima. También podemos encontrarnos con dificultades provinientes, esencial-
mente, del hecho que un grafo arbitrario con pesos no tiene por qué verificar la desigualdad
triangular respecto de los pesos. Si ésta se verifica podemos dar el algoritmo siguiente:

Entrada: G = (V,E): un grafo con pesos que satisface la desigualdad triangular.
Algoritmo INSERCION MINIMA
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1. Seleccionar un vértice cualquiera y considerarlo un ciclo C| de G.
2. i<+1
3. Sii=|V|entonces C = Cjy|. Ir a la salida.
sino si C; ha sido escogido, 1 < i < |V|, entonces dar un vértice
v; que no esté en C; proximo a dos vértices consecutivos w; y w;y1 de C;.

4. Cy; se forma insertando v; entre w; y w;y|
Salida: C [Ciclo Hamiltoniano que aproxima el ciclo del viajante].

Entre el segundo tipo de métodos hay los conocidos métodos de intercambio de aristas de
Lin (1965) y Lin y Kernighan (1973). Estos métodos se basan en modificar un ciclo inicial
intercambiando aristas (dos o mds). Ver la figura 7.11.

Vi Vitl
Vitl Vi
Figura 7.11:

Damos a continuacién un algoritmo basado en el intercambio de dos aristas.

Entrada: G = (V,E): un grafo con pesos.
Algoritmo LIN Y KERNIGHAN
1. Considerar un ciclo hamiltoniano inicial C : v{,v;,...,v,,v| de G.
2. Paraj,jtalesque l <i+1<j<|V|
Obtener un nuevo ciclo

Cij =V1,V2y... ,Vi,Vj,Vj_l,... ,Vi+1,Vj+1,Vj+2,... ,V|V‘,V1
Si w(vi,vj) +wig1,vjr1) <w(vi,vig1) +w(vj,vj11) entonces C < C;;
Salida: C [Ciclo Hamiltoniano que aproxima el ciclo del viajante].
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Mais recientemente, y también basados en el intercambio de aristas, se han dado algoritmos que
consiguen buenos resultados para problemas con un nimero elevado de ciudades. Una fami-
lia de algoritmos se basa en el recocido simulado (simulated annealing). El método proviene
de la analogia entre los estados de un sistema fisico, por ejemplo un liquido, y los estados
que puede tomar el problema de optimizacién. Esencialmente, el algoritmo es el mismo que

—AE/(KT)  De esta

antes, s6lo que ahora los cambios se aceptan con una cierta probabilidad e
manera, el algoritmo admite cambios que empeoren el ciclo encontrado y asi es posible evitar
minimos locales. El pardmetro 7' se asocia con la temperatura del estado fisico que modela
(a més temperatura, mds desorden) y E con la energia (en el modelo fisico se trata de bajar la
temperatura para conseguir un estado de energia minima) [13], [1]. Otra familia de algoritmos
que se ha aplicado con éxito al problema del viajante, la familia de los algoritmos genéticos, se
basa en la mecdnica de la seleccidn natural y la genética [10]. Posibles soluciones al problema,
generadas aleatoriamente, forman una poblacion. En cada iteracién se genera una nueva pobla-
cién reproduciendo y cruzando entre si las soluciones de la generacion anterior seleccionadas
probabilisticamente de acuerdo con su coste. Un mecanismo de mutacion permite reducir las
posibilidades de encontrar minimos locales.

7.3 Ciclos fundamentales

Dado un grafo G simple y conexo con n vértices y m aristas, sea C el conjunto de todos los
subgrafos de G que son descomponibles en ciclos 0, de manera equivalente, que son ciclos o
suma @ de ciclos disyuntos en aristas. Estudiaremos en esta secciéon como se puede distinguir
en G una coleccion de m —n+ 1 ciclos, llamados fundamentales, a partir de los cuales se puede
expresar cualquier subgrafo C € C. En la seccion siguiente se verd una aplicacion importante
de este resultado al andlisis de redes eléctricas.

Subespacio de ciclos

En primer lugar demostremos que el conjunto C es estable por la operacién .
Teorema 7.14. SiC;,C, € C, entonces C; ®C, € C.

Demostracion. Si C; y C; no tienen vértices en comun, el resultado es trivial. De otro modo,
sea v un vértice comiin a C; y C, y supongamos que ninguna de las aristas incidentes con
v es comin a C; y C;. Como v tiene en C; y C, grado par, también tendrd grado par en
C =C; 8 (G, (ver la figura 7.12a). Por otra parte, si la arista e incidente con v es comtn a C
y (3, e no aparece en C; @ C, y, por tanto, el grado resultante de v en C continuard siendo par
(figura 7.12b). En cualquiera de los casos, cada vértice v € V(C) tiene en C grado par y, por

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



7 Circuitos y ciclos 157

tanto, el grafo C es euleriano. De acuerdo con el teorema 7.3, C se puede descomponer en
ciclos disyuntos en aristas, es decir, C € C. O

(9 X&) ”

a
Figura 7.12:
Sea E(G) = {e1,ez,... ,e,}. Podemos asociar a G un espacio vectorial finito E = E(G)
de dimensién m de la forma siguiente: cada vector h = (hy,hy,... h,) € E, con h; = 0,1,

1 < i < m, representa el subgrafo H de G inducido por las aristas ¢; € E(G) tales que h; =
1. Dados h,g € E, h@ g es el vector (h; g1, D gay--- sy B gm), donde & es la suma
moédulo 2. Andlogamente, sioo =0,1yh € E, oh = (ohy, 0, ... ,0h,), donde oh; se calcula
multiplicando médulo 2. Notemos que la operacién interna @ definida en E es compatible con
la suma @ de subgrafos de G, es decir, si el vector h corresponde al subgrafo H y el vector k al
subgrafo K, entonces h@ Kk corresponde a H @ K (no es preciso considerar los posibles vértices
aislados). Teniendo presente esta identificacion, usaremos indistintamente las notaciones H o
h para referirnos a un determinado subgrafo o al vector que lo representa.

Ejemplo: En el grafo de la figura 7.13, los subgrafos H y K vienen representados por los
vectores h = (0,1,1,1,1,1,0,0) y k= (1,0,0,1,0,1,1,1) respectivamente. Asi, el vector que
corresponde a H® K es hd k= (1,1,1,0,1,0,1,1).

H K Ho®K

Figura 7.13: Suma @ de subgrafos
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En particular, el teorema 7.14 nos dice que C corresponde a un subespacio vectorial de E,
que podemos llamar subespacio de ciclos.

Se puede formular una caracterizacion interesante del subespacio C de los ciclos a partir de
la matriz de incidencia B del grafo G. Esta caracterizacion se utilizara en la seccion siguiente,
donde se estudiard la aplicacion de la teorfa de los ciclos fundamentales al andlisis de redes
eléctricas. Notemos que cada fila de B es un vector b € E.

Dados h,k € E definimos h-k = Yo hiki = hiky @ hoky @ -+ - @ hy,k,, y diremos que h'y
k son ortogonales si h-k = 0. De acuerdo con esta definicion, dos vectores son ortogonales
cuando corresponden a subgrafos disyuntos en aristas o con un nimero par de aristas comunes.

Teorema 7.15. El vector ¢ pertenece a C siy solo si ¢ es ortogonal a cada fila de B.

Demostracion. (a) Supongamos que ¢ € C. Seav € V(C), donde C es el subgrafo representado
por el vector ¢, y sea b, la fila de B que corresponde al vértice v. Como el niimero de aristas
de C incidentes en v es par, claramente b, - ¢ = 0. Si v ¢ V(C) también, trivialmente, b, es
ortogonal a c.

(b) Sea ¢ € E ortogonal a cada vector fila de B. Esto quiere decir que cada vértice v del
grafo tiene en C grado par (o cero). (;Por qué?) Asi, C es euleriano y se descompone en ciclos
disyuntos en aristas. U

Consideremos ahora un 4rbol generador T del grafo G y sea ¢ una cuerda respecto a 7T'.
El subgrafo T + c contiene exactamente un ciclo C, de G. Este ciclo C, creado afiadiendo la
cuerda c, lo llamamos ciclo fundamental respecto a T. Como todo drbol generador tiene n — 1
aristas, existen u = m —n+ 1 ciclos fundamentales. El pardmetro u se conoce como el niimero
ciclomdtico de G.

Ejemplo: Para el grafo G de la figura 7.14, con E(G) = {c1,c2,¢3,¢4,75,76,77,73 }, 10S
ciclos fundamentales asociados a las cuerdas cy,cp,c3,c4 respecto del arbol generador consi-
derado son:

e C; =(1,0,0,0,0,1,1,0)
e C;=(0,1,0,0,0,0,1,1)
e C3=(0,0,1,0,1,0,1,1)
e C;=(0,0,0,1,0,1,1,1)

Teorema 7.16. Los u ciclos fundamentales respecto a un drbol generador 7 constituyen una
base del subespacio de ciclos C.
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Figura 7.14: Ciclos fundamentales

Demostracion. Sean Cy,(Cs,...,C, los ciclos fundamentales asociados a las cuerdas ¢y, ¢, ... ,
¢y (respecto al drbol generador T'). Se tiene que demostrar que Cy,(3,. .. ,C, son linealmente
independientes y que generan C.

(a) Cada C; contiene exactamente una cuerda, es decir, la cuerda ¢;. Por tanto, el compo-
nente i—€simo de 0 C; @ 0, Cr B - - - D o, C,, es o Asi, entonces, 0;C1 0o @ -+ D0, Cy =0

implica necesariamente 0t =0 = -+ = 0, = 0.

(b)SeaCeCyc,ci,-..,ci,, | <r<p,las aristas de C que son cuerdas respecto al drbol
generador T considerado. Por otra parte, sea I' = C;, ®C;, ®---®C;, (en C) y supongamos
que I' # C. Es evidente que las cuerdas de I' son también ¢; ,cj,,...,c;,. Pero entonces el

subgrafo I' @ C no contiene ninguna cuerda y, por tanto, es imposible que pertenezca a C, cosa
que contradice el teorema 7.14. Asi, C=1T=C; ®C;, ®---®C;., y C es generado por los
ciclos fundamentales. O

Ejemplo: Para el grafo de la figura 7.14, el ciclo C = (0,0,1,1,1,1,0,0) es una combina-
cién de los ciclos fundamentales C3 = (0,0,1,0,1,0,1,1) y C4 = (0,0,0,1,0,1,1,1), ya que
las aristas de C que son cuerdas respecto del arbol generador considerado son c3 y ca.

Matriz de ciclos fundamentales

Si Cy,Cy,...,Cy, son los ciclos fundamentales de G, la matriz de ciclos fundamentales C; =
C#(G) es la matriz binaria u x m que tiene por elementos (c;;):

(cif) 1 sila arista e; pertenece al ciclo C;,
Cii;) =
Y 0 de otro modo;

es decir, sus vectores fila son los vectores asociados a los ciclos fundamentales.
El teorema 7.15 nos dice que

BC; =C;B" =0

siendo B la matriz de incidencia.
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Cociclos

Un concepto dual del de ciclo, y también interesante por sus aplicaciones, es el de corte simple
o cociclo. Un conjunto de aristas de corte en un grafo G = (V, E) (que continuamos suponiendo
simple y conexo) es un conjunto S C E tal que G—S = (V,E \ S) es no conexo. Un corte
simple o cociclo es un conjunto de corte S minimal, es decir, tal que ningin subconjunto propio
desconecta el grafo.

Sea T un arbol generador de G. Si r es una arista de T, sean V| y V, los conjuntos de
vértices correspondientes a los dos componentes de T — r. Notemos que V; y V; constituyen
una particién de V(G). El corte simple, S,, de G asociado a esta particién se llama el corte
fundamental o cociclo fundamental asociado a r. Por tanto, el nimero de cociclos fundamen-
tales de G es el nimero de aristas de un drbol generador, es decir, n — 1. Asi como cada ciclo
fundamental contiene exactamente una cuerda y el resto de las aristas del ciclo son aristas del
arbol generador, cada cociclo fundamental contiene exactamente una arista del drbol generador
y el resto de elementos son cuerdas.

Ejemplo: Para el grafo de la figura 7.14, los 4 cociclos fundamentales asociados a las aristas
del 4rbol generador considerado son:

o Ss={rs,c3}

o S¢={re,c1,ca}

o S7={rs,c1,c2,¢3,¢4}
o Sg={rs,c2,c3,ca}

Sea S el conjunto de los subgrafos de G que son descomponibles en cociclos. El conjunto S
es también estable por la operacién @ (problema 19). Ademas, cada corte simple S, lo podemos
representar mediante un vector s € E. De hecho, S corresponde a un subespacio vectorial de E
llamado subespacio de cociclos. Una base del subespacio de cociclos la constituye un conjunto
de n — 1 cociclos fundamentales respecto de un drbol generador del grafo.

Para finalizar esta discusion, presentamos los teoremas siguientes que relacionan los ciclos
y cociclos fundamentales respecto de un arbol generador 7.

Teorema 7.17. Cada arista r de T, que determina el cociclo fundamental S,, aparece en cada
ciclo fundamental asociado con las aristas de S, que son cuerdas, y r no aparece en ningtin otro
ciclo fundamental.

Demostracion. Sea S, = {r,ci,... ,ct}, donde cy,...,c; son cuerdas. Como cada ciclo tiene
con cada cociclo un nimero par de aristas en comun (;por qué?), si C, es el ciclo fundamental
asociado a ¢; € S, entonces S,NE(C,,) = {r,¢;}. Por tanto, r aparece en cada ciclo fundamental
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asociado con una cuerda de S,. Con un razonamiento similar se demuestra que r no puede
aparecer en ningin otro ciclo fundamental. U

Teorema 7.18. Cada cuerda c, que determina el ciclo fundamental C,, aparece en cada cociclo
fundamental asociado a las aristas (respecto de 7") de C,, y ¢ no aparece en ningun otro cociclo
fundamental.

La demostracién de este resultado se deja como ejercicio (ver el problema 20). El lector
tendria que comprobar los dos teoremas anteriores en el grafo de la figura 7.14.

Ciclos fundamentales en digrafos

La teoria de los ciclos fundamentales se puede extender sin dificultad al caso dirigido. Cuando
G es un digrafo (sin lazos) con conjunto de arcos A(G) = {ai,as,... ,an}, los vectores ciclo
se definen de la manera siguiente: sea G* el grafo subyacente que resulta de G al suprimir la
orientacion de los arcos. Supongamos que G* es conexo, aunque puede tener aristas paralelas.
Si C es un ciclo de G*, orientamos C de manera arbitraria, por ejemplo en sentido horario.
Entonces, el vector Y= (Y1,Y2,--- ,Ym), que representa a C en el digrafo G, tiene el componente
v; = 1 si el arco a; pertenece a C y las orientaciones coinciden, y; = —1 si el arco a; pertenece
a C'y las orientaciones no coinciden. Si el arco a; no pertenece a C, entonces 7y; = 0.

Si G tiene n vértices, un arbol generador T de G es un subgrafo de G* que es arbol y tal
que V(T) = V(G*). Los ciclos fundamentales se definen ahora como en el caso no dirigido.

Ejemplo: Para el digrafo G de la figura 7.15, los ciclos fundamentales asociados a las
cuerdas cy,cp,c3,c4 respecto del arbol generador considerado son:

e C; =(1,0,0,0,0,1,—1,0)

o C,=(0,-1,0,0,0,0,1,1)

e C3=1(0,0,1,0,1,0,1,1)

e C;=(0,0,0,—1,0,1,—1,—1)

donde A(G) = {cy,¢2,¢3,c4,r5,16,77,r3} y los ciclos se consideran orientados en sentido hora-
rio.

Ahora asociamos a G el espacio vectorial real R™. El subespacio de ciclos C es el subespa-
cio generado por los vectores ciclo. Con estas definiciones, los teoremas 7.15 y 7.16 también se
verifican para digrafos. En cuanto al teorema 7.15, la ortogonalidad entre vectores se entiende
en el sentido usual en R™, y la matriz B es la matriz de incidencia del digrafo, tal como se
ha definido en el capitulo 7. Por ejemplo, demostremos para el caso dirigido la proposicién
siguiente (que forma parte del teorema 7.15).
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Figura 7.15: Ciclos fundamentales en el digrafo G

Proposicion 7.19. Si el vector ¢ es ortogonal a cada fila de la matriz B, entonces ¢ es combi-
nacion lineal de ciclos fundamentales.

Demostracion. Sean y;;, 1 < j < ulos componentes de ¢ que corresponden a las cuerdas res-
pecto del arbol generador T considerado. Demostremos que ¢ = 2’1{21 Yi;Ci;» donde los C;; son
los ciclos fundamentales. En efecto, si consideramos el vectord = ¢ — 2‘]{:1 Yi;Ci;» d s6lo puede
tener diferente de cero los componentes que corresponden a aristas de 7. Ademads, d también
es ortogonal a cada fila de B (;por qué?). Consideremos ahora un vértice v que tenga grado
len T y sea a; la arista de T incidente con v. Entonces, por la ortogonalidad supuesta, el
componente dj de d tiene que ser 0. Repitiendo este razonamiento con el arbol 7 que resulta
de T al suprimir los vértices de grado 1, demostramos que también aquellos componentes del
vector d que corresponden a vértices de grado 2 en T son 0. Iterando el proceso se obtiene

d =0, es decir, ¢ = ‘;:1 Yi;Ci;» tal como se queria demostrar. U

j°

Ejemplo: Para el digrafo de la figura 7.15, el ciclo C = (0,0,1,—1,1,1,0,0) es C3 +Cy
donde C3 y Cy4 son los ciclos fundamentales (0,0,1,0,1,0,1,1) y (0,0,0,—1,0,1,—1,—1).

La ultima seccion del capitulo se dedica a presentar la aplicacion de los ciclos fundamen-
tales en el andlisis de redes eléctricas.

7.4 Analisis de redes eléctricas

El comportamiento de una red eléctrica depende de las caracteristicas de los elementos que la
componen y de su topologia, es decir, de la manera como estos elementos estdn interconecta-
dos. Es en este punto donde la teoria de grafos proporciona una herramienta matemadtica que
permite el anélisis sistemdtico. Esta aplicacion de la teoria de grafos fue introducida por G.
Kirchhoff en el afio 1847 y en la actualidad tiene una gran importancia, dado que constituye
la base de los programas para ordenador que permiten hacer el anélisis automdtico de grandes
redes eléctricas.
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Sélo consideraremos redes RLC formades por resistencias R, bobinas L y condensadores C
ademads de fuentes de tension y de corriente independientes. Esta formulacién es suficientemen-
te general, ya que cualquier elemento eléctrico con dos terminales, lineal, pasivo e invariante
en el tiempo, puede ser modelado por una combinacién de elementos R, L'y C.

Cada elemento R, L o C de la red, lo representaremos por una arista e orientada de manera
arbitraria. Asociadas con esta arista e tenemos las variables v(z) e i(t) que corresponden al
valor de la tension y la intensidad de la corriente en el elemento considerado y en el instante
de tiempo ¢. El signo de estas variables se toma de acuerdo con la orientacién de e tal como se
indica en la figura 7.16. En cada elemento, la corriente y la tension se relacionan de acuerdo
con la ley fisica que gobierna su comportamiento. Asi, en una resistencia se cumple la ley de
Ohm v(t) = Ri(t), en una bobina la ley de Faraday v(z) = Ldi[—(tt) y en un condensador la tension
es proporcional a la carga eléctrica acumulada, es decir, v(r) = & [i(t) dt, siendo R, L'y C los

valores de la resistencia, la autoinduccion y la capacidad respectivamente. La red resultante de

Figura 7.16: Variables v(z) e i(t)

interconectar los diferentes elementos que la componen queda modelada por un digrafo G. Por
el hecho de interconectar los elementos, se cumplen unas restricciones adicionales conocidas
como leyes de Kirchoff.

Ley de Kirchoff de las corrientes Para cada vértice u de G, la suma algebraica de las corrien-
tes que salen de u vale 0.

Ley de Kirchoff de las tensiones Para cada circuito C de G, la suma algebraica de las tensio-
nes en las aristas de C vale 0.

Analisis por ciclos

Sea B = (b;;) la matriz de incidencia de G. La matriz B es n x m donde n 'y m son el orden
y el tamafio de G respectivamente. Sea también i(t) = (i1(t),i2(t),... ,in(t)) el vector que
tiene por componentes las corrientes en cada arista. De acuerdo con la ley de Kirchoff de las
corrientes, en el vértice r—€ésimo de G se cumple 3" | b,«ix () = 0, o bien matricialmente

Bi(r) = 0 (7.1)
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Por la ecuacién 7.1, el vector i(#) es ortogonal a cada vector fila de la matriz de incidencia B. Tal
como se ha explicado en la seccién anterior (proposicién 7.19), esto significa que i(z) pertenece
al subespacio de ciclos C del espacio vectorial E = R™ asociado a G. Seauy=m—n+1 el
niimero de ciclos fundamentales de G respecto de un drbol generador 7. Si Cy es la matriz
u x m de ciclos fundamentales respecto de T, sus filas ¢;,¢;,... ,¢, constituyen una base de
C y, por tanto, i(r) = Yi_ ick(t)ck, siendo ici (¢),ic2(t), ... ,icqu(r) los componentes del vector
corriente i(r). Matricialmente:

i(r) = Clic(r) (7.2)

donde i.(7) es el vector (ic1 (t),ica(t), .. yicu(t))T. Las corrientes i1 (t),ic2(t),. .. ,iqu(t) se lla-
man corrientes de ciclo y, por la ecuaciéon 7.2, la corriente i(¢) que atraviesa el elemento
k—ésimo de la red es combinacién lineal de las u corrientes de ciclo.

Substituyendo 7.2 en 7.1 tenemos la ley de Kirchoff de las corrientes expresada por las
corrientes de ciclo:

BCli.(1)=0 (7.3)

Consideremos ahora una red RLC en la cual todas las fuentes de energia sean generadores
de tensién. Sieq(t) = (e1(2),e2(t), ... ,eu(t))T es el vector que tiene por componente k—€simo
la tensién suministrada por los generadores del k—€ésimo ciclo fundamental ¢, la ley de Kirchoff
de las tensiones se puede formular como:

Crv(t) =e.(1) (7.4)

donde v(t) = (vi(t),v2(t),...,vu(t))T es el vector tensién que tiene por componentes las ten-
siones en las aristas correspondientes a los elementos pasivos R, Ly C.

Tal como se ha dicho antes, la tensién vi(¢) y la corriente i (¢) se relacionan en cada elemen-
to segun la ley fisica que describe su comportamiento. Si Vi(s) e Ix(s) son las transformadas de
Laplace de las variables v () e ix () respectivamente, y suponemos que las condiciones inicia-
les de la red son nulas (es decir, para cada bobina i(0) = 0 y para cada condensador v(0) = 0),
se puede escribir la siguiente ecuacién matricial:

V(s) =Z(s)L(s) (7.5)

donde Z (s) es la matriz diagonal m x m llamada matriz de impedancias, tal que (7Z(s)) i = Zx(s)

es la impedancia del elemento k—ésimo de la red. Asi, Vi(s) = Zi(s)Ik(s), donde Z(s) es igual

aR,Lso é segun si el elemento considerado es una resistencia, una bobina o un condensador.
De la ecuacion obtenida al transformar por Laplace la ecuacién 7.4 y de 7.5:

C;Z(s)I(s) = E(s) (7.6)
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Por otra parte, transformando la ecuacion 7.2, i(r) = C]T» ic(¢), y substituyendo en 7.6:
(CrZ(s) C}) Le(s) = Ee(s) (1.7)

donde la matriz C Z(s) CJTC = Z(s) es u x uy se llama matriz de impedancias de ciclo.

La solucién del sistema 7.7 da las corrientes de ciclo y la ecuacién 7.2 proporciona las
corrientes en cada elemento de la red.

Finalmente, indicamos que, utilizando los cociclos fundamentales, se puede hacer el andli-
sis de la red usando como variables independientes las tensiones de n — 1 de los nodos respecto
de un nodo de referencia. Naturalmente, este anélisis es dual del presentado en esta seccion.

Notas historicas y bibliograficas

El trabajo original de Euler sobre el problema de los puentes de Konigsberg se publicé en [7].
Curiosamente, Euler enuncia una de las implicaciones (si el grado de todos los vértices es
par, el grafo tiene un circuito euleriano) sin demostrarla. Esta parte de la demostraciéon no
apareci6 publicada hasta 1873 en un articulo péstumo del joven matemético alemén Carl Hier-
holzer [11]. Tanto las circunstancias histéricas de los dos trabajos como una transcripcion al
inglés de los textos originales se pueden encontrar en el libro de Biggs, Lloyd y Wilson sobre
la historia de la teoria de grafos [4]. El lector que quiera profundizar més en el tema de los
ciclos eulerianos en grafos y digrafos puede consultar por ejemplo [2].

El problema de las secuencias de de Bruijn fue introducido y tratado por este matematico
holandés en 1946 en [5], donde presenta también los digrafos que llevan su nombre. La relacién
entre las secuencias de de Bruijn y los registros ciclicos de desplazamiento, asi como también
algunas de sus aplicaciones se pueden encontrar por ejemplo en [14]. Los digrafos de los cuales
se derivan las secuencias tienen muchas propiedades interesantes que se discuten, por ejemplo,
en [3], donde también hay un andlisis de su aplicacién al disefio de redes.

A pesar de que les dio el nombre, Hamilton no fue el primero en estudiar ciclos que pasan
una tnica vez por cada vértice. El matemaético inglés Kirkman habia dirigido a la Royal Society
el mismo problema para los grafos de los poliedros [12]. No obstante, Hamilton lo hizo popular,
sobre todo porque invent6é un juego de mesa basado en la existencia de ciclos hamiltonianos
en el grafo del icosaedro, The icosian game, del cual estaba muy orgulloso, pero que fue
un fracaso comercial. Nuevamente, el lector encontrard una excelente exposicion histérica
y transcripciones de los articulos originales en [4]. Sobre el estudio de ciclos hamiltonianos se
puede encontrar un resumen extenso y bibliografia adicional en [2].

El problema del viajante es uno de los problemas de la algoritmica que ha hecho correr
mads tinta, no solamente por las aplicaciones que se derivan de su solucién, sino también porque
constituye un test de la eficacia de nuevos métodos en este drea. Aunque se puede encontrar

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



166 MATEMATICA DISCRETA

una exposicion relativamente completa en [8], hay libros enteramente dedicados al problema,
como por ejemplo [13]. En la referencia anterior [8] se puede encontrar también el tratamiento
algoritmico de los problemas de circuitos eulerianos y ciclos hamiltonianos.

Kirchoff enuncié sus dos famosas leyes para el andlisis de redes eléctricas a los 20 afios
cuando atn era estudiante de fisica. En [4] hay también una transcripcion del trabajo original
de Kirchoff y referencias histéricas. En [6] hay una exposicion completa de la aplicacion de
los ciclos y los cociclos fundamentales al anélisis de redes eléctricas.

Como en el resto de capitulos de esta parte, el libro de Wilson [15] es una buena introduc-
cién de los temas que se tratan en este capitulo.
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Problemas

1. Estudiar si los grafos siguientes son eulerianos:

(a) El grafo completo de cuatro y el de cinco vértices
(b) EI grafo del cubo
(c) El grafo de Petersen

2. (Para qué valores de n el grafo completo de n vértices es euleriano?
3. Estudiar para qué valores de n y m los grafos bipartitos completos K,, ,, son eulerianos.

4. ;Cudantas veces (como minimo) se tiene que alzar el 14piz del papel para dibujar la figu-
ra 7.17 sin repetir ninguna linea?

Figura 7.17:

5. Las autoridades actuales de la antigua ciudad de Konigsberg han decidido finalmente
construir los puentes que sea preciso para satisfacer el antiguo capricho de sus habitantes.
(Cuantos han de construir como minimo y donde es preciso ponerlos?
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6. Demostrar que un multidigrafo G es euleriano si y sélo si es fuertemente conexo (salvo

10.

vértices aislados) y para todo x € V(G), d*(x) =d ™ (x) (teorema 7.4).

. Demostrar que un multidigrafo G contiene un camino euleriano desde el vértice u hasta

el vértice v, u # v siy sélo si el multigrafo subyacente es conexo (salvo vértices aislados),
y para todo x € V(G) \ {u,v}, d* (x) =d~ (x), mientras que d* (u) =d~(u)+1yd(v) =
d*(v)+1 (teorema 7.5).

. Problema del cartero chino. Un cartero tiene que recorrer todas las calles de su pueblo

para repartir las cartas. Si el mapa del pueblo es el de la figura 7.18, proponer un reco-
rrido para el cartero saliendo de la oficina de correos (sefialada con un cuadrado negro)
y volviendo a la oficina de correos de manera que la distancia recorrida sea minima.

D)

=
L
L] L]
N
\&/

@

Figura 7.18:

Una modificacién del procedimiento RecorrerCamino del algoritmo Euler es la siguien-
te: Si G = (V,E) es el grafo original, en cada paso sea G’ el grafo con conjunto de
vértices V (los del grafo original) y aristas, todas las aristas ain no consideradas del gra-
fo original. Ahora, en lugar de escoger una arista no usada cualquiera a partir del punto
actual, se escoge una arista tal que su exclusidn del grafo no incrementa el nimero de
componentes no triviales del grafo G’. Si no hay ninguna arista de este tipo se consi-
dera una arista cualquiera, el algoritmo asi modificado es conocido como algoritmo de
Fleury. Aplicar el algoritmo de Fleury al grafo de la figura 7.4.

Existe un teorema que dice: Si G tiene un circuito euleriano, entonces el algoritmo de
Fleury lo encuentra. Es decir, con este algoritmo, no es preciso hacer llamadas recursivas.
El algoritmo no acaba hasta que se ha pasado por todas las aristas. Demostrar el teorema.

Indicacion: Mostrar que, si G tiene un circuito euleriano, entonces la tinica vez en que
no hay una arista desde el vértice actual v, cuya exclusién no incrementa el nimero de
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11.

12.

13.

14.

componentes del grafo, es cuando el grado de v en G’ es 1. Esto significa que cuando no
hay aristas libres incidentes en el vértice considerado, no las hay en ninguna parte. ;Por
qué? ;Por qué esto es importante?

Problema del hotel de Baltimore. En el hotel Hilton de Baltimore no hay llaves en las
puertas de las habitaciones, sino cerraduras electrénicas que se abren tecleando un cédigo
secreto de cinco digitos (0 o 1). Un malhechor quiere entrar en la habitacién de Madame
Castafiore para robarle las joyas, y teclea todos los nimeros de cinco cifras desde 00000
hasta 11111, o sea, que teclea 160 cifras. Demostrar que habria podido abrir la puerta
con una quinta parte de cifras y dar la secuencia que es preciso teclear.

Problema de la localizacion de la posicion de un disco. Para localizar la posicién de un
disco magnético, se inscriben bits (ceros o unos) de manera que una lectora lee cuatro
digitos consecutivos. ;Cudntos digitos se pueden registrar y en qué orden para que cada
posicion de la lectora corresponda a una posicién diferente del disco?

Figura 7.19: El grafo de Petersen

Demostrar que el grafo de Petersen (en la figura 7.19) no es hamiltoniano, pero que el
grafo que se obtiene suprimiendo uno cualquiera de los vértices lo es. (Un grafo con esta
propiedad se dice que es hipohamiltoniano. El de Petersen es el grafo hipohamiltoniano
mads pequefio en nimero de vértices.)

Indicacion: ;Cudntas aristas de tipo a tendria que tener un ciclo hamiltoniano en un grafo
de Petersen?

En los grafos dibujados en la figura 7.20 mostrar que:

(a) El grafo (a) es hamiltoniano
(b) El grafo (b) es hamiltoniano

(c) El grafo (c) no es hamiltoniano
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15.

16.

17.

18.

19.

Figura 7.20:

(a) Demostrar que un grafo bipartito de orden impar no es hamiltoniano.
(b) Demostrar que un grafo bipartito con conjuntos estables U y V no puede ser hamil-
toniano si |U| # |V|.

(c) Determinar qué grafos bipartitos completos son hamiltonianos.

El origen real del estudio de los grafos hamiltonianos proviene del viejo problema de
determinar si con el movimiento del caballo se pueden recorrer todos los cuadros de un
tablero de ajedrez pasando por cada uno una Unica vez. La respuesta es que si para un
tablero de 8 x 8 cuadros (Vandermonde, 1771; Kirkman, 1856). Considerar un grafo que
represente el problema y demostrar que, si el tablero es de 5 x 5 cuadros, la respuesta es
que no.

(a) Demostrar que el grafo completo K, con n impar se puede descomponer en n — 2
caminos hamiltonianos disyuntos en aristas.

(b) Demostrar que el grafo completo K, con n par se puede descomponer en 7 ciclos
hamiltonianos disyuntos en aristas.

Demostrar que cada ciclo C tiene con cada cociclo S un nimero par de aristas en comun.

Demostrar que la suma @ de cociclos es también un cociclo o es la unién de cociclos
disyuntos en aristas.
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20. Demostrar el teorema 7.18: Cada cuerda c, que determina el ciclo fundamental C,, apa-
rece en cada cociclo fundamental asociado con las aristas (respecto de T') de C,, y ¢ no
aparece en ningtin otro cociclo fundamental.

21. Demostrar que, en un grafo conexo G, un vértice v es de corte si y solo si existen dos
aristas e y €' incidentes con v y tales que ningin ciclo de G las contiene a las dos.
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Capitulo 8

Flujos, conectividad y apareamientos

1. Redes de transporte

2. El teorema del flujo méximo—corte minimo
3. Conectividad

4. Los teoremas de Menger

5. Apareamientos en grafos bipartitos

6. El teorema de Hall

En este capitulo se estudian tres temas aparentemente no relacionados, pero que, como se
verd, poseen un vinculo estrecho. Se comienza, en la seccién 1, estudiando los flujos en redes
de transporte, cuestién de gran aplicacién a ciertos problemas de investigacion operativa. En
primer lugar, se definen los conceptos de red de transporte, de valor del flujo y de capacidad
de un corte. Después de establecer que el valor del flujo es menor o igual que la capacidad de
cualquier corte, se demuestra en la seccién 2 el cldsico teorema del flujo maximo—corte minimo
y se presenta el algoritmo de Ford y Fulkerson, que permite encontrar el flujo mdximo en la
red.

En las secciones 3 y 4 del capitulo se estudian los importantes conceptos de conectividad
y arista-conectividad. Cuando el grafo que se considera modela una red de interconexidn, las
conectividades constituyen medidas de la vulnerabilidad de la red ante el fallo de nodos y/o
enlaces. Los teoremas de Menger constituyen los resultados clédsicos sobre conectividad y re-
lacionan las conectividades locales con el nimero maximo de caminos internamente disyuntos
en el grafo. Se presenta la relacién estrecha que hay entre estos teoremas y el teorema del flujo
maximo—corte minimo.

En las dltimas secciones del capitulo se presenta otro de los resultados bdsicos de la teoria
de grafos y la combinatoria: el teorema de Hall. Este resultado proporciona la condicién
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necesaria y suficiente para que se puedan aparear los vértices de un grafo bipartito. El teorema
de Hall constituye, también, el resultado principal de la teoria transversal de conjuntos, y se
aplica a problemas de asignacion de tareas. La demostracién que se presenta del teorema de
Hall usa, de nuevo, el teorema del flujo maximo—corte minimo.

8.1 Redes de transporte

En ciertas aplicaciones interesa determinar el flujo méximo (de un fluido, datos, etc) que fluye
a través de una red desde un cierto nodo s hasta otro nodo ¢, cuando los enlaces de la red tienen
una capacidad limitada de transmisién del flujo. El modelo que propociona la teoria de grafos
para resolver este problema lo constituyen las llamadas redes de transporte.

Una red de transporte X = (G, s,t,c) es un digrafo G = (V,A) con dos vértices distinguidos,
sy t, y una funcién ¢ llamada capacidad que asigna a cada arco a = (u,v) € A(G) un valor
entero no negativo c(a) = c¢(u,v) llamado la capacidad del arco a.

Dada una red de transporte X, una funcién ¢ : A — Z que cumple

0 < d(a) = d(u,v) < c(a) para cada a = (u,v) € A(G) (8.1)
y
> o)=Y o(vu) para cada u € V(G) — {s,1} (8.2)
vel'* (u) vel = (u)

se llama un flujo en X. Diremos también que ¢(a) es el flujo que atraviesa el arco a.
La condicién 8.1 acota el flujo que atraviesa un arco determinado por su capacidad. Por
otra parte, dado u € V(G) diremos que

z ¢(uvv)_ z )(1)(1/,14)

vel'* (u) vel' ™ (u

es el flujo neto saliente de u y, andlogamente,

z (1)(‘)’“)_ 2 (1)(14,1/)

vel = (u) vel'* (u)

es el flujo neto entrante en u, entonces la condiciéon 8.2 es una condicidon de equilibrio que
dice que el flujo neto saliente de (o entrante en) cada vértice u diferente de s y ¢ vale cero. En
la figura 8.1 se representa una red de transporte con un flujo asociado. El primero de los dos
valores indicados en cada arco a es c(a) y el segundo es ¢(a).

Ejercicio 8.1. Demostrar que toda red de transporte admite al menos un flujo.
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Figura 8.1: Red de transporte

El valor del flujo, val(0), se define por
val(9) = )] ¢sv 2 ¢vs (8.3)

vel't (s vel—

y corresponde al flujo neto saliente del vértice s. De hecho, el valor del flujo es también el flujo
neto entrante en f.

Proposicion 8.2. Dada una red de transporte X y un flujo ¢ en la red, se cumple

val(9) = Y ¢ 2 ¢vs > o) — Y o)

vel*(s) vel~ vel=(r) vel'* (r)

Demostracion. Sea G = (V,A) el digrafo correspondiente a X. Se cumple

AP ¢MV Y Z ¢vu 8.4)
ueVvel'* (u u€Vyvel'-

ya que cada lado de esta igualdad es Y ,c4 ®(a). Aplicando la condicién 8.2, la igualdad anterior
es, simplemente:

Y olsv)+ Y 0 Z ¢VS+ z (l)vt

vel'*(s) vel'* (1) vel™ vel'™

de donde se obtiene el resultado enunciado. O

En la red de la figura 8.1, el valor del flujo es 3.

Dado S C V, denotamos por (S,S) el conjunto de todos los arcos (u,v) conu € Sy v € S,
donde S =V'\ S. Un s— corte es un conjunto F = (S,S) talque s € Syt € S. Lasuma Y 5 c(a)
de las capacidades de los arcos que forman F es la capacidad c¢(F) del s— corte. Por ejemplo,
la figura 8.2 muestra un s—t corte de capacidad 6 para la red de transporte de la figura 8.1,
donde S = {5,1,2,3} y S = {4,5,6,}.
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Figura 8.2: s—t corte

Dado un st corte F = (S, S), sea F el conjunto de arcos (S, 5).
Notemos que un s— corte F' desconecta G en el sentido que G — F' no contiene ningin
camino dirigido de s hacia ¢. Por ello, se cumple el resultado siguiente:

Proposicion 8.3. Sea X una red de transporte, ¢ un flujo en X y F un s— corte. Entonces,

val(0) < ¢(F).

Demostracion. Sumando para todos los vértices de S el flujo neto saliente de cada uno de estos
vértices, se obtiene, teniendo en cuenta que s € S, t € S'y las ecuaciones 8.2y 8.3:

val(9) = ( > o 2 q) v,u ) (8.5)
ues \vel't (u) vel'™

Sea Gg el subgrafo dirigido inducido por S, es decir, V(Gs) =Sy (u,v) € A(Gs) si y solo si
(u,v) € A(G). Tenemos:

> ¢uv > o)+ Y, 0(a)

ueSvel+ (u acA(Gs) a€F

Andlogamente,

> Z ¢vu > 0@+ Y o)
acA(Gys)

ueSvyel'- acF

Por tanto, a partir de la ecuacién 8.5 y aplicando la condicién 8.1:

val(9) = Y 0(a) = 3 0(a) < Y 0(a) < Y c(a) = c(F) (8.6)

acl a€F acl acl

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



8 Flujos, conectividad y apareamientos 177

8.2 El teorema del flujo maximo—corte minimo

Un flujo mdximo en una red de transporte X es un flujo ¢ con la propiedad que val(¢) > val(¢’'),
siendo ¢’ cualquier otro flujo en la red. Dado que el nimero de flujos que podemos definir en
X es finito, siempre existe un flujo maximo.

Un s— corte F se dice que es un corte minimo si ¢(F) < ¢(F') para cualquier otro s— corte
F'. Notemos que, si ¢ y F son un flujo y un corte en X tales que val(¢) = ¢(F), entonces, por
la proposicién 8.3, ¢ es un flujo maximo y F es un corte minimo. Un caso particular en que
esto sucede lo da el resultado siguiente:

Lema 8.4. Sea ¢ un flujo en X y F un s— corte. Si ¢(a) = c(a) paratodoa € Fy ¢(a) =0
para todo a € F, entonces ¢ es un flujo maximo y F es un corte minimo.

Demostracion. Por 8.6,

val(9) = 3" 0(a) = X ¢(a) = 3, c(a) = c(F)
acF

acF acF

O

El resultado mas importante sobre redes de transporte lo da el teorema siguiente, debido a
Ford y Fulkerson y conocido también como el teorema del flujo médximo—corte minimo.

Teorema 8.5. En cualquier red de transporte, el valor de un flujo méximo es igual a la capaci-
dad de un corte minimo.

Demostracion. Sea ¢ un flujo maximo en la red de transporte X = (G, s,7,¢) que se considera.
Demostremos la existencia de un s—¢ corte F' que cumple las condiciones enunciadas en el lema
anterior, es decir, ¢(a) = c(a) paratodo a € F y ¢(a) =0 paratodo a € F.

Sea S C V(G) definido recursivamente por las condiciones siguientes:

(a) seS;
(b) siue Sy d(u,v) < c(u,v), entonces v € I'* (u) pertenece a S;
(c) siu€eSyad(v,u) >0,entonces v € ' (u) pertenece a S.

Demostremos que ¢ ¢ S. En efecto, si fuese ¢ € S, tendria que existir una secuencia P de
vértices distintos

S = UG UL UDy e e Ul Ul ]y v s Up—], Uy =1 (8.7)

donde, o bien (ux—1,ux) € A(G) y O(ug—1,ux) < c(uk—1,ux), o bien (ug,ur—1) € A(G) y d(uy,
up—1) >0, k =1,2,... ,n. Denominamos P una secuencia de aumento y denotamos por
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uy Up—1

- e T

S = U U, =t

Figura 8.3: Secuencia de aumento

A(P) el conjunto de arcos correspondientes; ver la figura 8.3. En el primer caso, cuando
a = (ux—1,ux) € A(G) y ¢(a) < c(a), sea & = c(a) — ¢(a). De otro modo, cuando a =
(up,ur—1) € A(G) y ¢(a) > 0, sea g = 0(a). Seae = ming &, k=1,2,... ,n

Ahora, definimos una funcién ¢’ en A(G) de la forma siguiente:

O(a)+e sia= (ug_1,ux) €A(P) paraalgink, 1<k<n;
o'(a)=<¢ o(a)—¢ sia= (ur,ur_1) €A(P) paraalgink, 1 <k<n; (8.8)
d(a) sia g A(P).

Claramente se cumple 0 < ¢/(a) < c(a) para todo a € A(G) vy, por tanto, ¢ verifica la
condicién 8.1. Es facil comprobar que ¢’ también verifica la condicién 8.2 y, por tanto, ¢’
es un flujo en X. Supongamos, por ejemplo, que para algin k, 1 < k < n—1, se tuviese
(ug—1,ux) € A(P)y (ug,urt+1) € A(P). Entonces, si u = u,

Yo 0 (,v) = O0(u,upgr) +€+ D, 0(u,v)
vel't (u)
donde la dltima suma se extiende a todos los vértices v adyacentes desde u que no pertenecen
a P. Andlogamente,

Z (I) v,u) = §(ug—1,u) +€+ Y O(v,u)
vel -
donde, ahora, la dltima suma se extiende a todos los vértices v adyacentes hacia u que no perte-
necen a P. Por tanto, Y,cr+ () ¢ (4,v) = Xyer-(u) ¢’ (v ). De la misma forma se comprueba que
la condicioén 8.2 se cumple en las otras situaciones posibles: cuando, para algiink, 1 <k <n—1,
se tiene (ug,ux—1) € A(P)y (uk+1,ux) € A(P), o cuando, para algin k, 1 <k < n—1, u es ad-
yacente hacia (desde) ug_1 y g4 1.
Calculemos val(¢'). Si s = ug es adyacente hacia u;, entonces

val(¢') = Z ¢ s,V) Z o' (v,5)

vel't (s vel'—(s)

= z O(s,v) + (d(s,ur) + z o(v,s)
vel* (s)—{u1} vel=(s)

= 2 o(s,v) z (I) v, S)
vel'*(s) vel'~

= val(¢)+¢
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De la misma forma, val(¢') = val(¢) + € si s = ug es adyacente desde u;. En cualquier caso, se
llega a la contradiccidon que ¢ no es un flujo maximo. Por tanto, en contra de lo que se habfa
supuesto, el vértice ¢ no pertenece al conjunto S.

Asi, el conjunto de arcos F = (S,S) es un s—t corte. Sin embargo, por la definicién de S,
®(a) = c(a) para todo a € F y ¢(a) = 0 para todo a € F. Por el lema 8.4, F tiene capacidad
minima. O

Ejercicio 8.6. Completar la comprobacién que el flujo ¢' cumple la condicién 8.2.

La demostracién anterior proporciona un método de obtencién de un flujo méximo en una
red de transporte. El algoritmo, también debido a Ford y Fulkerson, construye recursivamente
y comenzando con un flujo dado (por ejemplo, el flujo nulo) una secuencia de flujos que acaba
en un flujo maximo.

Entrada: X = (G,s,7,c): una red de transporte.
Algoritmo FORD Y FULKERSON
1. Etiquetar s con (—,co).
2. Repetir los pasos 3 y 4 mientras se pueda o hasta que ¢ quede etiquetado.
3. Sives un vértice no etiquetado adyacente desde un vértice etiquetado u
y 0(u,v) < c(u,v), entonces etiquetar v con (u™,e(v))
donde €(v) = min{e(u),c(u,v) — 0(u,v)}.
4. Sives un vértice no etiquetado adyacente hacia un vértice etiquetado u
y ¢®(v,u) > 0, entonces etiquetar v con (u,€(v))
donde €(v) = min{e(u),d(v,u)}.
5. Sit ha quedado etiquetado, entonces, volviendo hacia atrés a partir de ¢, se
encuentra una secuencia de aumento P: s = ug, Uy, ... ,Uy—1, Uy =1
donde, para 1 < k < n, uy estd etiquetado (1 |, €(ug)) si (ug_1,ux) € A(P)
y uy, esté etiquetado (u,_,€(ux)) si (ug,ux—1) € A(P).
5.1. Enel primer caso, cambiar ¢(u_1,ux) por O(ug—1,ux) +€(t).
5.2. Enel segundo caso, cambiar ¢(uy,ur—1) por ¢(ux,ux—1) — €(1).
5.3. Borrar las etiquetas y volver al paso 1.
6. Sit no ha quedado etiquetado, entonces ¢ es un flujo maximo.
Salida: ¢: un flujo maximo.

Ejercicio 8.7. Aplicar el algoritmo de Ford y Fulkerson a la red de transporte de la figura 8.1.
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Las definiciones de capacidad y flujo pueden ser generalizadas para permitir valores reales
no negativos. En este caso, el teorema del flujo maximo—corte minimo es atn vélido, pero
puede ocurrir que el algoritmo descrito no converja hacia un flujo maximo.

En algunas aplicaciones, en lugar de considerar un tnico vértice s y un tnico vértice ¢,
conviene considerar conjuntos disyuntos S'y 7' y definir ahora el valor del flujo como

@)= Y o@- Y o) (89)

ag(s,s) ac(s,s)

Naturalmente, la condicién de equilibrio 8.2 sélo se tiene que cumplir ahora para los vértices
del conjunto V(G) — (SUT). Esta situacién se reduce a la aqui considerada si afiadimos dos
nuevos vértices s, ¢ de tal forma que s sea adyacente hacia cada vértice x de S, ¢ sea adyacente
desde cada vértice y de Ty, ademds, c(s,x) =M, paracadax € Sy c(y,t) =M paracaday € T,
siendo M un entero suficientemente grande. Se deja como ejercicio que el lector complete los
detalles.

Ejercicio 8.8. Demostrar que una forma equivalente de la expresion 8.9 es:

val(o) = Y o(a)— Y 6(a)

ae(T,T) ae(T,T)

8.3 Conectividad

Sea G # K, un grafo no dirigido. La conectividad k(G) de G es el minimo nimero de elementos
de un conjunto S C V(G) tal que G — S es no conexo. Por ejemplo, si G es conexo y tiene un
vértice de corte, entonces K(G) = 1. Se excluyen los grafos completos de esta definicién, dado
que K, es el tnico grafo de orden n que no puede ser desconectado eliminando vértices. Como
la supresién de n— 1 vértices cualesquiera reduce K, al grafo trivial K; constituido por un tinico
vértice, se define, en este caso, k¥(K,,) =n— 1.

Diremos también que G es k—conexo si K(G) > k. Asi, si G es k—conexo, entonces G = Kj |
o G tiene al menos k + 2 vértices y ningln subconjunto S de menos de k vértices lo deconecta
(es decir, G — S es aun conexo).

Anélogamente, la arista-conectividad M(G) de un grafo G # K; es la minima cardinalidad
de un conjunto F C E(G) tal que G — F es no conexo. Por definicion, A(K;) = 0. Como en el
caso de vértices, G es k—arista-conexo si A(G) > k.

Por ejemplo, el grafo de la figura 8.4 tiene conectividad 2 y arista-conectividad 3.

Tal como se ha dicho en la introduccién del capitulo, cuando el grafo que se considera
modela una red de interconexidn, las conectividades constituyen medidas de la vulnerabilidad
de la red ante el fallo de nodos y/o enlaces.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



8 Flujos, conectividad y apareamientos 181

Figura 8.4: ¥(G) =2, MG) =3

La eliminacién de una arista uv no supone la eliminacién de sus vértices terminales u y
v. En cambio, si u € V(G), entonces el subgrafo G — u no contiene ni el vértice suprimido
u ni las aristas incidentes con este vértice. Estas consideraciones justifican la desigualdad
k(G) < M(G). Por otra parte, si u es un vértice con grado 8 = 6(G) (el grado minimo del
grafo), la eliminacién de las J aristas incidentes con u dejan u desconectado del resto del grafo.
Por tanto, A(G) < 8(G). Asi, se tiene el siguiente teorema, la demostracion del cual dejamos
como ejercicio.

Teorema 8.9. Para todo grafo G,

Cuando G es 1-conexo, existe un camino entre cada par de vértices del grafo. La extensién
de este resultado a grafos n—conexos, n > 1, constituye el teorema de Whitney. Consideremos
antes, sin embargo, dos resultados cldsicos sobre conectividad: los teoremas de Menger.

8.4 Los teoremas de Menger

Sean u y v vértices no adyacentes de un grafo G. Se dice que S C V(G) es un conjunto u—v
separador si G — S es no conexo y u 'y v pertenecen a componentes distintos de G — S. Es decir,
S es un conjunto u—v separador, u,v € V(G)\ S, si y s6lo si cada camino entre u y v contiene
algtin elemento de S.

Anélogamente, dados dos vértices cualesquiera de G, F C E(G) es un conjunto u—v arista-
separador si G — F es no conexo y u y v pertenecen a componentes distintos de G — F.

Dados dos caminos entre u# y v, diremos que son internamente disyuntos si los Uinicos
vértices que tienen en comun son precisamente los vértices terminales u y v. De forma similar,
dos caminos entre u# y v son arista-disyuntos si no tienen aristas en comun.

Los teoremas de Menger relacionan el nimero minimo de elementos que tiene que tener
un conjunto que separe dos vértices dados con el nimero mdximo de caminos disyuntos entre

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



182 MATEMATICA DISCRETA

estos vértices. La demostracién que presentaremos usard el teorema del flujo maximo—corte
minimo. Comenzamos enunciando el teorema relativo a aristas:

Teorema 8.10. Sean u y v vértices de G. El nimero minimo de aristas de un conjunto u—v
arista-separador es igual al nimero méaximo de caminos arista-disyuntos entre u y v.

Demostracion. Podemos suponer que G es conexo. Sea m el nimero mdximo de caminos
arista-disyuntos entre # y v y sea n el nimero minimo de aristas de un conjunto u—v arista-
separador. Claramente,

nzm (8.10)

Asociamos a G una cierta red de transporte X = (G*,u,v,c). El digrafo G* correspondiente
a X es el digrafo simétrico asociado a G y se obtiene a partir de G de la forma siguiente:
V(G*) =V(G), y si xy € E(G) entonces (x,y), (y,x) € A(G*). Ver la figura 8.5. La funcién

Figura 8.5: Obtencion del digrafo G* asociado a G

capacidad c toma el valor c¢(a) = 1 para todo a € A(G*).
Si F es un u—v corte en G*, entonces las aristas correspondientes constituyen en G un
conjunto u—v arista-separador. Por tanto,

n<|F|=c(F) (8.11)

En G* existen m caminos dirigidos (sin arcos comunes) de u hacia v. Si y es una funcién
que asigna valor 1 a cada arco de estos caminos dirigidos y asigna valor O a los arcos restantes
de G*, entonces y es un flujo en X de valor m. Asi, si ¢ es un flujo maximo en X, entonces
val(¢) > m. Por otra parte, sea ¢ un flujo maximo. Para cada a € A(G*), ¢(a) vale 1 o 0.
Sea D el subgrafo dirigido de G* definido por los arcos a tales que ¢(a) = 1. En D debe
existir al menos un camino desde u hasta v (;por qué?). Como ¢ es un flujo, la condicién 8.2
implica d*(w) = d~(w) para todo w € V(D) — {u,v}, y, por la proposicién 8.2, se cumple
d*(u) —d=(u) = d~(v) —d*(v) = val(0), donde los grados indicados se consideran en D.
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Estas condiciones implican la existencia en D, y por tanto en G*, de val(¢) caminos desde u
hasta v disyuntos en arcos (demostrarlo como ejercicio; ver el teorema 7.5). Asi, m > val(0) vy,
por tanto,

m = val(¢) (8.12)

Ahora, considerando en la red un corte minimo F, teniendo en cuenta 8.11 y 8.12, y apli-
cando el teorema de flujo méximo—corte minimo, se tiene n < ¢(F) = val(¢) = m. Asi, por 8.10,
n=nm. O

Aplicando este teorema y teniendo en cuenta la definicién de k—arista-conectividad se ob-
tiene el corolario siguiente:

Corolario 8.11. Un grafo G (# K;) es k—arista-conexo si y s6lo si entre cada par de vértices
de G existen al menos k caminos arista-disyuntos.

El teorema de Menger para vértices es el siguiente:

Teorema 8.12. Sean u y v vértices no adyacentes de G. El nimero minimo de vértices de un
conjunto u—v separador es igual al nimero méximo de caminos internamente disyuntos entre u

yv.

Demostracion. Podemos suponer que G es conexo. Sea m el nimero mdximo de caminos
disyuntos entre # y v y sea n el nimero minimo de vértices de un conjunto u—v separador.
Claramente,

n=m (8.13)

Sea G* el digrafo simétrico asociado a G. Sea ahora G’ el digrafo obtenido a partir de G*
mediante el procedimiento siguiente:

1. Remplazamos cada vértice x € V(G*) — {u,v} por el par de vértices x',x" junto con el
arco (x',x").

2. Si (x,y) € A(G*), con x,y diferentes de u,v, entonces reemplazamos el arco (x,y) por el
arco (x,y").

3. Si (u,x) € A(G*), con x # v, entonces reemplazamos (u,x) por (u,x’). Andlogamente, si
(x,u) € A(G*), con x # v, entonces reemplazamos (x,u) por (x”,u).

4. Si (x,v) € A(G*), con x # u, entonces reemplazamos (x,v) por (x”,v). Finalmente, si
(v,x) € A(G*), con x # u, entonces reemplazamos (v,x) por (v,x").
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Cada camino P entre u y v en el grafo G corresponde a un camino dirigido P* desde u
hasta v en el digrafo G* y corresponde, también, a un camino dirigido P’ desde u hasta v en
G', donde P’ se obtiene de P* reemplazando cada vértice interno w de P* por el arco (w',w").
Reciprocamente, cada camino dirigido desde u hasta v en G’ corresponde a un camino dirigido
en G* obtenido contrayendo los arcos de la forma (w',w"), y corresponde también, por tanto,
a un camino entre # y v en G. Ademads, dos caminos P; y P> en G entre u y v son internamente
disyuntos si y sélo si los correspondientes P| y P; en G’ no tienen arcos en comtn. Por tanto,
el nimero maximo de caminos disyuntos en G entre u y v es también el nimero méaximo de
caminos dirigidos de u a v en G’ que no tienen arcos en comn.

Si ¢ es un flujo maximo en la red de transporte X = (G', u,v,¢), donde la funcién capacidad
¢ toma el valor ¢(a) = 1 para todo a € A(G'), entonces, tal como se ha establecido en la
demostracién del teorema de Menger para aristas, val(¢) = m.

Por otra parte, si F es un corte minimo en X, los arcos a € A(G') que forman F son de la
forma a = (u,x'),a = (¥, xX"),a=(y",x¥') oa= (¥",v), donde x,y son vértices distintos de u,v
(en G). En cualquier caso, asociamos al arco a el vértice v, = x € V(G). SeaV, ={v, | a €
F} C V(G). Claramente,
G, un conjunto u—v separador. Por tanto, n < |V,| < |F| = ¢(F).

Vu| < |F|. Ademads, facilmente se comprueba que V, constituye, en

Abhora, aplicando otra vez el teorema del flujo maximo—corte minimo, se tiene n < ¢(F) =
val(0) = m. Asi, por 8.13, n =m. O

Ejercicio 8.13. Determinar los digrafos G* y G’ de la demostracion anterior que corresponden
al grafo G de la figura 8.4.

Usando este teorema cuando u y v son vértices no adyacentes de G y considerando también
el caso uv € E(G), se puede demostrar el resultado siguiente, llamado teorema de Whitney,
que constituye la formulacidn para vértices del resultado dado por el corolario 8.11.

Teorema 8.14. Un grafo G con n > k+ 1 vértices es k—conexo si y sdlo si entre cada dos
vértices distintos de G existen al menos k caminos internamente disyuntos.

8.5 Apareamientos en grafos bipartitos

Un apareamiento M en un grafo G = (V,E) es un subconjunto de aristas independientes, es
decir, si uv,st € M, entonces {u,v} N{s,t} = 0. Si uv € M, diremos que u y v son vértices
apareados. Por ejemplo, en la figura 8.6, M = {12,34} es un apareamiento.

Un apareamiento perfecto es un apareamiento en el cual todo vértice del grafo es incidente
con alguna arista del apareamiento. No todos el grafos contienen un apareamiento perfecto
(por ejemplo, los que tienen un nimero impar de vértices como sucede en la figura 8.6).
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4

Figura 8.6: Apareamiento

Figura 8.7: Apareamientos completo y perfecto

Dado que, en general, las cuestiones de apareamientos se aplican a resolver problemas de
asignaciones, lo que quiere decir que el grafo a considerar es bipartito, nos centraremos en este
tipo de grafos.

Sea M un apareamiento en un grafo bipartito G = (U UW, E). Si M aparea todos los vértices
de U con vértices de W, se dice que M es un apareamiento completo de U en W. Por tanto,
si M es un apareamiento completo, |M| = |U|. Cuando |U| = |W/|, un apareamiento completo
también es perfecto. Los ejemplos de la figura 8.7 muestran un apareamiento completo y
un apareamiento perfecto en grafos bipartitos. Sea S C U, entonces indicamos por I'(S) el
conjunto de vértices de W que son adyacentes con algiin vértice de S. Se llama defecto de S, y
lo denotaremos por 1(S), a |S| — |T'(S)|. El defecto del grafo bipartito G es (G) = max{n(S) |
S CU}. Comon(0) = 0| —|T'(0)| =0, se tiene N(G) > 0.

8.6 El teorema de Hall

Volviendo a la cuestién de la existencia de un apareamiento completo en un grafo bipartito
G = (UUW,E), una condicién necesaria para su existencia es claramente que G tenga defec-
to nulo, es decir, que para todo subconjunto S de U se cumpla |S| < |T'(S)|. Curiosamente,
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esta condicién es también suficiente. Esto es lo que afirma el llamado teorema de Hall. Para
demostrar este resultado aplicaremos otra vez el teorema del flujo médximo—corte minimo.

Teorema 8.15. Un grafo bipartito G = (U UW, E) admite un apareamiento completo de U en
W siy sélo si para todo S C U se verifica |S| < |T'(S)].

Demostracion. Demostramos sélo la suficiencia. Supongamos, por tanto, que para todo S C U
se verifica |S| < |T'(S)|.

Sea G' el digrafo con conjunto de vértices V(G') =V (G)U{s,}, donde s y 7 son dos nuevos
vértices afiadidos a V (G), y conjunto de arcos A(G') = A;UAyy UA,, donde Ay = {(s,u) |u €
U}, Ayy = {(u,w) |uw € E} y A, ={(w,t) |w e W}. Sea X lared de transporte (G, s,t,c)
donde ¢(a) =1 para todo a € A;UA, y c¢(a) = M para todo a € Ayy, siendo M > |U|.

Sea F un s— corte en X. Si F contiene algin arco de Ayy, entonces ¢(F) > M > |U|. De
otro modo, el corte F debe tener la estructura F = (P,P) con P= {s}USUT,SCU,TCWy
[(S) C T. Naturalmente, P = (U \ S) U(W \ T) U{r}. Pero, en este caso:

c(F) = [U\S|+|T| =[U| =[S +|T] > [U] = (1] = [T(S)]) > U]

Asi, cualquier s— corte tiene capacidad mas grande o igual a |U|. Por otra parte, A constituye
un corte minimo con capacidad |U|. Por tanto, si ¢ es un flujo méximo en X, por el teorema
del fluyjo maximo—corte minimo, su valor es val(¢) = |U|. Pero un flujo de valor |U| en X
corresponde a un apareamiento completo de U en W. U

Observemos que la necesidad de la condicién del teorema de Hall también se puede de-
mostrar usando la red de transporte X considerada. En efecto, si |S| > |T'(S)| para cierto S C U,
entonces considerando el s— corte F = (P,P) con P = {s} USUT(S) se tendria

c(F) =[U\S|+[T(S)| = U] = S|+ [T(S)] < U]

Asfi, un flujo médximo en X tiene un valor inferior a |U| y no es posible un apareamiento com-
pleto.

Ejercicio 8.16. (Problema de los matrimonios.) Sean un grupo de muchachos y un grupo de
muchachas tales que a cada muchacha le agrada alguno de los muchachos. ;Cudles son las
condiciones para que todas las muchachas se puedan casar con un muchacho que les agrade?

La condicién |S| < |T'(S)| puede ser dificil de comprobar. El resultado que se presenta
a continuacion proporciona una condicién suficiente para la existencia de un apareamiento
completo.

Corolario 8.17. Sea G = (U UW,E) un grafo bipartito. Si existe un entero k > 0 tal que
d(u) > k > d(w) para todo vértice u € U y todo vértice w € W, entonces existe un apareamiento
completo de U en W.
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Demostracion. Consideremos un subconjunto S C U. Como el conjunto de aristas Erg) in-
cidentes con vértices de T'(S) contiene el conjunto de aristas Es incidentes con vértices de S,
tenemos la relacién

kIC(S)| = |Ers)| > |Es| > k[S|

de donde se obtiene la condicion suficiente del teorema de Hall. O

Figura 8.8: Existencia de un apareamiento completo

El resultado anterior se aplica, en particular, cuando el grafo es k—regular.

Ejercicio 8.18. Aplicar el resultado anterior al grafo de la figura 8.8 y encontrar un aparea-
miento completo.

Hay muchos problemas de optimizacién combinatoria que pueden ser tratados gracias al
teorema de Hall. Uno de ellos, el que dio lugar al estudio de Hall, se formula de la forma
siguiente: dada una coleccién de conjuntos Si,S5,...,S, no vacios encontrar lo que se llama
un sistema de representantes diferentes, o transversal, es decir, un conjunto {sj,s2,...,s,} tal
ques; €S, 1 <i<n,ys;i#sjsii#j.

Muchas veces, a pesar de no existir un apareamiento completo, interesa encontrar un apa-
reamiento de cardinalidad médxima. A continuacién se demuestra un resultado que permite
saber cudl es la cardinalidad de este apareamiento a partir del defecto del grafo.

Teorema 8.19. Dado un grafo bipartito G = (U UW, E), el maximo nimero de vértices de U
que se pueden aparear con vértices de W es |U| —1(G) y este apareamiento existe.

Demostracion. La demostracion es similar a la del teorema de Hall. Se contruye una red de
transporte X de la misma manera y se considera un s— corte F. Si F' contiene algtin arco de
Ayy, entonces ¢(F) > M > |U| > |U| —n(G). De otro modo, el corte F debe tener la estructura
F=(P,P)con P={s}USUT,SCU,T CW yI(S)C T. Pero, también en este caso:

c(F) =[U|=ISI+IT| = [U] = (S| = [T(S)]) = [U[=n(S) > [U] =n(G)
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Asi, cualquier s— corte tiene capacidad mas grande o igual a |U| —n(G).

Ahora, sea S C U tal que n(S) =n(G). Si P = {s} USUT(S), entonces F = (P,P) es un
corte minimo, ya que ¢(F) = |U| — |S|+|T'(S)| = [U| —n(S) = |U| —n(G).

Asi, un flujo méximo en X, que corresponde a un apareamiento de cardinalidad maxima en
G, tiene valor |U| —1(G). O

Notas bibliograficas

La referencia para el teorema de flujo maximo—corte minimo, debido a Ford y Fulkerson, es [5].
También es preciso mencionar el libro [6] de estos mismos autores. Una mejora del algoritmo
de Ford y Fulkerson, debida a Edmonds y Karp, se encuentra en [4]. Resultados recientes sobre
flujos en redes se dan en [7].

La relacién entre conectividad, arista-conectividad y grado minimo, dada por el teore-
ma 8.9, es debida a Whitney [10]. El libro de Chartrand y Lesniak [2] contiene una excelente
exposicion del tema de conectividad. Para ver las aplicaciones al estudio de la vulnerabilidad
de una red de interconexion se puede consultar [1].

Finalmente, la referencia para el teorema de Hall es [8]. Un buen algoritmo para encontrar
apareamientos en grafos bipartitos se da en [3]. En [9] se describe una aplicacién interesante
de este teorema al problema de optimizacién del nimero de conexiones de redes multibus para
sistemas multiprocesadores.
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Problemas

1. Considerar la red de transporte X = (G,s,t,c) con conjunto de vértices V(G) = {s, 1,2,
3,4,5,t} y con arcos y capacidades de los arcos dados por la tabla siguiente:

Arco 1) 2w @3) (1,2) (23 (1,4
Capacidad 5 4 4 3 2 4

Arco (1,5) (3,5 (5.4 (41) (51)
Capacidad 2 3 2 3 4

(a) Determinar un corte de capacidad minima.

(b) Aplicando el algoritmo de Ford y Fulkerson, determinar un flujo méximo.

2. Sea ¢ un flujo maximo y F un corte minimo en una red de transporte. Demostrar que
®(a) = c(a) paratodoa € F y ¢(a) =0 paratodoa € F.

3. Demostrar el teorema 8.9: para todo grafo G, x(G) < A(G) < 8(G).
4. Determinar un grafo G con k¥(G) =3, AM(G) =4y 6(G) =5.

5. Un grafo no trivial conexo y sin vértices de corte se llama blogue. Un bloque de un
grafo G es un subgrafo de G que es bloque y que es maximal respecto de esta propiedad.
Demostrar que:

(a) un bloque de G es un subgrafo inducido de G;

(b) dos bloques de G distintos tienen como mucho un vértice en comin que es un
vértice de corte de G;

(c) G se puede expresar como unién de sus bloques.

6. Demostrar el resultado siguiente usado en la demostracion del teorema 8.10: Sea D un
digrafo conexo con vértices u y v tales que d* (u) = d~(u) +k, d~ (v) =d* (v) +k, donde
k es un entero positivo, y tal que d*(w) =d~(w) para todo w € V(D) — {u,v}. Entonces
existen k caminos desde u hasta v que son disyuntos en arcos.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

Demostrar que en todo grafo 2-conexo dos vértices cualesquiera pertenecen a un ciclo
comun.

Comprobar los teoremas de Menger en el grafo de Petersen P. ;Cudl es el valor de A(P)
y k(P)?

Sea G un grafo y sean U y W subconjuntos disyuntos de V(G). Un camino de la forma
UyZ15---,Zn,v con u € U y v € V, diremos que es un camino U-V. También diremos
que S C V(G) es un conjunto U-V separador si G — S no contiene ningtin camino entre
vértices de U y vértices de W. Demostrar la siguiente generalizacion del teorema de
Menger: El nimero minimo de vértices de un conjunto U—V separador es igual al nimero
maximo de caminos U-V que son disyuntos en vértices.

Enunciar y demostrar los teoremas de Menger para digrafos.

Sea G un grafo con n vértices, conectividad ¥ > 1 y didmetro D. Demostrar que n >
K(D—1)+2.

Determinar un apareamiento completo en el hipercubo Q,.

Sea S la coleccién de conjuntos {3,5}, {3,4}, {1,3}, {1,5} y {2,4}. Encontrar un
transversal para S asociando a S un determinado grafo bipartito y encontrando un apa-
reamiento completo en este grafo.

Formular una condicién necesaria y suficiente para la existencia de un transversal para
la coleccién de conjuntos no vacios Sy, S7,. .. ,Sy.

Un 1-factor de un grafo G es un subgrafo generador de G que es 1-regular.
(a) Demostrar que G contiene un 1-factor si y sélo si G contiene un apareamiento
perfecto;
(b) demostrar que todo grafo bipartito regular contiene un 1-factor.
Un grafo G se dice k—arista-colorable si existe una aplicacion ¢ entre E(G) y un conjunto
C de k elementos, llamados colores, tal que las aristas incidentes con un mismo vértice

tienen colores distintos asignados. Demostrar que si G es bipartito, entonces el minimo
valor de k tal que G es k—colorable es A(G).

Indicacion: demostrar primero que G es subgrafo de un subgrafo bipartito A-regular.
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Parte III  Estructuras algebraicas

Las estructuras algebraicas constituyen una de las herramientas bésicas para tratar la mayor
parte de los problemas asociados a la matemética discreta. En este libro, hemos pretendido
dar las primeras nociones algebraicas para poder tratar, a titulo de ejemplo, algunos de los
problemas mds conocidos dentro de este dmbito.

En esta ultima parte, como se ha hecho en el resto del libro, todos los conjuntos a los cuales
nos referiremos serdn conjuntos finitos o numerables. El primer capitulo de esta parte introduce
los conceptos de relaciones, aplicaciones, operaciones, y se acaba presentando las estructuras
algebraicas que se tratardn en los capitulos siguientes. Algunas de las nociones que se conside-
ran corresponden a una formacién bdsica y, por tanto, han sido ya utilizadas a lo largo del libro,
pero por razones de coherencia formal se ha considerado conveniente reconsiderarlas y agru-
parlas ordenadamente en su contexto original. El capitulo siguiente estd dedicado al estudio
de los grupos como modelo mas completo de estructura definida a partir de una operacién. El
tercer capitulo trata las estructuras algebraicas con dos operaciones: anillos y cuerpos. Ademaés
de su interés intrinseco como estructuras discretas, los grupos, anillos y cuerpos ofrecen una
variedad considerable de aplicaciones. Por ejemplo, la teoria de enumeracién de Pdlya se estu-
dia al final del capitulo de grupos y en el tltimo capitulo se presentan algunas aplicaciones que
constituyen tradicionalmente temas propios de la matematica discreta: disefios combinatorios,
geometrias finitas y cuadrados latinos.
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Capitulo 9

Introduccion a las estructuras
algebraicas

1. Relaciones

2. Aplicaciones

3. Operaciones

4. Estructuras algebraicas

La base que fundamenta esta dltima parte descansa sobre la nocién elemental de correspon-
dencia o relacién. Como caso particular, aparece el concepto de aplicacion a partir del cual se
obtiene la nocién de operacidn que abrird las puertas que conducen al mundo de las estructuras
algebraicas. Este es, por tanto, un capitulo introductorio que nos permitira definir las bases que
se desarrollardn en los capitulos siguientes, dedicados al estudio de las estructuras algebraicas
més relevantes.

9.1 Relaciones

Comenzaremos considerando el conjunto formado por todos los posibles pares ordenados for-
mados a partir de los elementos de dos conjuntos. Asi pues, dados dos conjuntos A y B, su
producto cartesiano se define como

AxB={(a,b)|acA,beB}

El hecho de que se trate de pares ordenados hace que A X B# B X A si A # B.
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Estos pares ordenados se pueden interpretar como relaciones entre los elementos de un
conjunto con los del otro. Esta interpretacién conduce al concepto siguiente, basico en toda
esta parte.

Dados dos conjuntos A y B, se llama correspondencia o relacion de A a B a cualquier
subconjunto R del producto cartesiano A X B.

Como ejemplo ilustrativo de esta definicién podemos considerar la siguiente relacion entre
los conjuntos A = {a,b} y B=1{1,2,3}:

R= {(av 1)7 (072)7 (bvz)}

Para visualizar estas relaciones es util usar el grafo de la relacién. Este es un digrafo
bipartito (A UB,R), que tiene A y B como partes estables y hay un arco de a € A hacia b € B si
y sélo si (a,b) € R.

La relacion del ejemplo anterior se representaria con el grafo siguiente:

A B
a‘k:l
b@® 2

o3

Figura 9.1: Grafo de la relacién R

Si A = B diremos que la relacién es binaria sobre A. Si R es una relacion binaria sobre A y
(a,d’) € R entonces diremos que a estd relacionado con @' y lo denotaremos como aRd'.

En el caso que la relacion sea binaria, el grafo que la representa tiene por vértices los
elementos del conjunto A y los arcos quedan determinados por las relaciones, es decir, hay un
arco de a hacia @' si y s6lo si (a,d’) € R. Este grafo 1o notaremos como,

G= (AaR)
Como ejemplos ilustrativos podemos considerar los grafos de las relaciones siguientes:

1. Larelacién {(1,1),(1,3),(2,4)} en el conjunto A = {1,2,3,4} se puede representar por
el grafo de la figura 9.2.

2. El grafo de la relacién “ser menor o igual que” en el conjunto A = {1,2,3,4} se puede
representar como en la figura 9.3.
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1 2

[ J

4 3
Figura 9.2:

1 2

Figura 9.3:

Hay muchas relaciones que tienen en comun propiedades con significacion especial.
Dada una relacién R definida sobre un conjunto A, diremos que R es

reflexiva si 'y s6lo si para todo a € A, aRa;

e simétrica siy s6lo si para todo a,b € A, aRb = bRa;
e antisimétrica siy sélo si para todo a,b € A, aRb'y bRa = a = b;

transitiva si'y s6lo si para todo a,b,c € A, aRb'y bRc = aRc.

Es facil construir ejemplos de relaciones que verifiquen algunas de estas propiedades:

1. Si sobre el conjunto de los seres humanos escogemos como relacién “ser hermano de”,
podemos comprobar facilmente que se verifican las propiedades simétrica y transitiva.

2. Si en el conjunto anterior consideramos la relacién “ser estudiante de”, ninguna de estas
propiedades se cumplen en general.

3. Si la relacién que escogemos en el mismo conjunto es “ser mds alto que”, se verifican
s6lo las dos ultimas propiedades.
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4. Si la relacién considerada es “ser mds alto o igual que”, entonces se cumplen todas
excepto la segunda de estas propiedades.

La agrupacién de algunas de estas propiedades conduce a determinadas clases de relaciones
que, por su interés, tienen un nombre propio que las representa.

Diremos que una relacién binaria R definida sobre un conjunto A es de orden si es reflexiva,
antisimétrica y transitiva.

Ejemplos inmediatos de relaciones de orden son los siguientes:

1. “Ser mds pequefio” sobre el conjunto de los nimeros naturales.

2. Lainclusién no estricta es también una relacién de orden sobre el conjunto de las partes
de cualquier conjunto. En particular, si A = {a,b} podemos representar esta relacién con
el grafo siguiente,

{a} 0

,—.@

A {b}

Figura 9.4: Grafo de una relacién de orden

Para simplificar el grafismo podemos suprimir los autoenlaces que representan la reflexivi-
dad, asi como también las aristas que se deducen de la transitividad. Siguiendo este criterio, la
representacion de la relacién anterior es la que figura en 9.5.

0 {a}

o o
{v} A

Figura 9.5: Grafo simplificado de una relacién de orden

Es ttil observar que el grafo de una relacion de orden no puede contener ciclos (excepto
autoenlaces). Esto quiere decir que hay pares de elementos no relacionados. En el ejemplo
anterior, {a} no estd relacionado con {b}. Estas situaciones no se presentan si el orden es total.
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Una relacién de orden R sobre el conjunto A, se dice que es fotal si para todo a,b € A, aRb
0 bRa. En caso contrario, se dice que el orden es parcial.

Ast, el grafo que reprenta un orden total tiene que ser una “cadena’.

Como ejemplos de relaciones de orden podemos considerar la relacién de inclusién sobre
las partes de un conjunto como relacién de orden parcial. Por ejemplo, si A = {a,b}, {a} y {b}
no estan relacionados, mientras que la relacion binaria “ser menor o igual” sobre los nimeros
naturales es una relacién de orden total.

Otro tipo importante de relacién, que conduce a la identificacién de objetos equivalentes
respecto a alguna propiedad comiin, es la siguiente.

Se dice que una relacion R sobre un conjunto A es de equivalencia si es reflexiva, simétrica
y transitiva.

Un ejemplo importante de este tipo de relacion en el conjunto de los enteros es la llamada
relacion congruencia modulo n. Se dice que dos enteros x,y son congruentes médulo 7 si y s6lo
si x —y es un miltiplo de n, es decir, x = y 4 kn para algin entero k, y se denota normalmente
por

x=y (mod n)

Es f4cil verificar que la relacién de congruencia satisface las propiedades reflexiva, simétrica y
transitiva.

Si R es una relacion de equivalencia definida sobre A, llamamos clase de equivalencia de un
elemento a € A al conjunto de elementos que estin relacionados con a segin R, y lo denotamos
por [a] = {x € A | xRa}.

Toda relaciéon de equivalencia proporciona una clasificacién o particién del conjunto ori-
ginal en subconjuntos que representan las clases de equivalencia originadas por medio de la
relacion.

Recordemos en primer lugar la definicién de particién.

Una coleccién de subconjuntos propios de un conjunto A, {A;};c;, es una particion de A si
y solo si satisface las dos condiciones siguientes:

1. UjeiAi = A.
2. AiNAj=0, Vijjel, i#j.

Proposicion 9.1. Si R es una relacion de equivalencia sobre un conjunto A, entonces la colec-
cién de clases de equivalencia {[a],a € A} es una particién de A.
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Demostracion.

1. La unién de clases de equivalencia es A. En primer lugar [a] C A, para todo a € Ay,
por tanto, Usea[a] C A. También es cierta la inclusién contraria ya que para todo a € A,
a € [a] (como minimo [a] contiene a debido a la reflexividad de la relacién). De aqui
A g UaEA [a]

2. Todas las clases son disyuntas. Es decir, si [a] N [b] # ¢, entonces es preciso ver que estas
clases coinciden. Si suponemos que x € [a] N [b], esto significa que aRx y xRb y, por
tanto, aRb. Entonces para todo y € [a], yRa y aRb implican yRb, de manera que [a] C [b].
De forma andloga se ve que [b] C [a].

O

Observemos que la reflexividad de la relacién nos permite demostrar que las clases de equi-
valencia cubren todo el conjunto A, mientras que la simetria y la transitividad nos garantizan
que las clases son disyuntas.

De hecho, también es cierto que toda particién permite definir (de manera formal) una
relacién de equivalencia sobre el conjunto unién de estas partes. Para ver esto, si {A;};cs es una
particién del conjunto A, definimos la relacién de equivalencia R de la forma siguiente: aRb si
y s6lo si a y b pertenecen a un mismo conjunto A; de la particién. Es inmediato comprobar que
esta relacion verifica las tres propiedades que la hacen de equivalencia.

Hay dos ejemplos extremos (poco interesantes) de relaciones de equivalencia que siempre
se pueden definir sobre un conjunto.

1. Uno es la relacion trivial en la cual cada elemento sélo esté relacionado con si mismo.
Con esta relacién se obtienen tantas clases como elementos tiene el conjunto de partida
y cada clase contiene s6lo un elemento.

2. En el extremo opuesto podemos definir la relacion universal en la cual cada elemento
estd relacionado con cualquier otro. Esta relacion inicamente proporciona una clase de
equivalencia que coincide con el propio conjunto de partida.

Un ejemplo no trivial de relacién de equivalencia es el de congruencia médulo n en Z. En
particular,

1. Sin =2 esta relacion permite clasificar los enteros en dos subconjuntos, el de los nime-
ros pares y el de los nimeros impares, Z = [0] U [1].
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2. Sitomamos n = 3, Z queda dividido en tres clases, Z = [0]U[1] U [2], donde

0] = {0,43,4£6,49,...},
[1] {1,1+£3,1+6,1£9,...},
2] = {2,243,2+6,2+9,...}

La particion de los elementos de un conjunto en clases de equivalencia permite considerar
un nuevo conjunto (desde la perspectiva de la relacion de equivalencia) con menos elementos,
el constituido por sus clases de equivalencia, que formalmente definimos de la forma siguiente.

Dada una relacién de equivalencia R sobre un conjunto A, el conjunto cociente de A médulo
R es el conjunto que tiene por elementos las clases de equivalencia y lo notaremos como A/R =
{la] |a € A}.

Sobre el conjunto de los enteros, las relaciones de congruencia de los ejemplos anteriores
dan lugar a los siguientes conjuntos cociente:

1. SiR es larelacion de congruencia médulo 2, entonces Z /R = {[0],[1]}.

2. Si R es larelacion de congruencia médulo 3, entonces Z /R = {[0],[1], [2]}.

Las relaciones de equivalencia, aunque directamente no dan lugar a ningtn tipo especial de
construccién algebraica, son imprescindibles para trabajar a un cierto nivel con cualquiera de
ellas.

9.2 Aplicaciones

Las aplicaciones o funciones discretas son un caso particular de relacién o correspondencia
entre dos conjuntos finitos o numerables, en la cual a cada elemento del primer conjunto le
hacemos corresponder un unico elemento del segundo conjunto. Este tipo de relacién es una
de las mds utilizadas en todo lo referente a la matematica discreta.

De forma precisa, se dice que una relacién f sobre el conjunto X X Y es una aplicacion
o funcién discreta si y solo si para todo x € X existe un tnico y € Y tal que xfy. Sixfy o
(x,y) € f, se dice que f envia x a y y lo denotamos escribiendo f(x) = y. También se dice que
y es la imagen de x por f, o bien, que x es una antiimagen de y.

El conjunto imagen de X a través de f es el subconjunto de Y sobre el que se envia algin
elemento de X y habitualmente se denota como f(X) o también como Im f. Es decir,

fX)=Imnf={yeY|[IeX: flx) =y}
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Se dice que X es el dominio de la aplicacién f y se denota como Domf = X. Se dice
también que el recorrido de f es Y. Habitualmente, para expresar el dominio y el recorrido de
una aplicacion f, se utiliza la notacién f: X — Y.

Si consideramos los conjuntos de nimeros naturales o enteros, podemos definir las aplica-
ciones siguientes:

. f:N—N, f(n)=n+1
2. f:N—Z, f(n)=n—-1

3. f:iN— {1}, f(n) =1
4. [ 7 —7, f(z) =3z—17.

En el grafo de una aplicacién f : X — Y, de cada vértice de X tiene que salir una tni-
ca arista hacia algun vértice de Y. Los grafos siguientes representan algunas aplicaciones o
funciones discretas.

Figura 9.6: Grafos de aplicaciones

A menudo, para definir aplicaciones sobre conjuntos finitos, se especifica el valor que toma
la aplicacién sobre cada elemento de su dominio.

Tiene interés considerar, como se verd mds adelante, la restriccién de una aplicacién a un
subconjunto del dominio y también su relacion inversa.

Dada una aplicacién f : X — Y y un subconjunto X' C X, una restriccién de f sobre X’
es una aplicacién f’ : X' — Y que coincide con f si consideramos f restringida a X'. Lo
denotamos como fjyr = f'. También se dice que f es una extension de f'.

La relacion inversa de una aplicacién f: X — Y es el conjunto de pares ordenados {(y,x) |
(x,y) € f} y se denota como f !

Como sugiere la definicion, el grafo de la inversa de una aplicacion se obtiene invertiendo
el sentido de los arcos en el grafo de la funcién original. La inversa de una funcién f: X — Y
es siempre una relacién sobre Y x X, pero no necesariamente es una aplicacion, como se puede
observar en la figura anterior.
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Hay ciertos tipos de funciones que por su comportamiento reciben un nombre especial.
Entre las mds comunes se encuentran las siguientes.
Una aplicacién f: X — Y se llama

e inyectiva si'y s6lo si para todo x,x' € X, si x # x', entonces f(x) # f(x').
e exhaustiva si'y sélo si para todo y € Y, existe x € X tal que f(x) =y.
e biyectiva siy sblo si es inyectiva y exhaustiva.

En la figura 9.6 hay representada en primer lugar una aplicacién inyectiva, seguida de una
exhaustiva y una biyectiva. La dltima de las aplicaciones queda fuera de esta clasificacidn.

Observar también que, si f : X — Y es una biyeccién, entonces f~!: ¥ — X es una
aplicacién y es también biyectiva.

Una interpretacion a veces util de la clasificacion anterior es la siguiente. Si f: X — Y es
una aplicacién y b € Y es un valor arbitrario, entonces decir que

a) la solucién de la ecuacién f(x) = b, en caso de existir, es Unica es equivalente a decir
que f es inyectiva;

b) la ecuacién f(x) = b admite solucién en x es equivalente a decir que f es exhaustiva;

c) existe una tnica solucién de la ecuacién f(x) = b es equivalente a decir que f es biyec-
tiva.

La proposicién siguiente dice que, en algunos casos, estas tres condiciones son equivalen-
tes.

Proposicion 9.2. Si X e Y son dos conjuntos finitos con el mismo nimero de elementos, en-
tonces f: X — Y es inyectiva si y s6lo si f es exhaustiva.

Demostracion. En general, si X e Y son finitos, es facil ver que f es inyectiva si y sélo si
|X|=|f(X)|y f esexhaustivasiy sélosi|f(X)|=|Y]|. Cuando |X|=|Y
son equivalentes. U

, estas dos condiciones

Cabe observar que este resultado sélo es cierto si X e Y son finitos. Como ejemplo, si
consideramos la aplicaciéon f: N — N, f(n) = 2n, que envia los nimeros naturales a los
nimeros pares, ésta es claramente una aplicacion inyectiva, pero en cambio no es exhaustiva.

De la demostracién de este resultado se deduce el principio de Dirichlet o también llamado
principio del palomar, que ha sido introducido en el capitulo 5 y que, expresado en términos
de esta proposicion, dice que si [X| > |Y|, entonces algiin elemento de Y tiene que tener mas
de una antiimagen.
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Uno de los recursos mds potentes para la obtencién de nuevas funciones a partir de otras
ya conocidas se obtiene a partir de la composicién de funciones.

Dadas dos funciones f: X — Y y g: Y — Z se define la composicion de f con g, que se
denota como go f, como aquella aplicacién go f : X — Z tal que (go f)(x) = g(f(x)).

X ) Y 8 Z
x ()
y g(y)
(gof)(x) =2 :

Figura 9.7: Composicién de aplicaciones

A titulo de ejemplo ilustrativo se pueden considerar los grafos que figuran en 9.7, que

X Y Z X Z
8 o

° f ° gof

X1 Y1 11 X1 21

X2 y2 22 X2 22
o

X3 V3 3 X3 23

Y4

Figura 9.8: Grafo de una composicién de aplicaciones

representan el grafo de la composicioén go f a partir de los grafos de las aplicaciones [y g.

Una cuestién interesante que se plantea constantemente en matematicas es la de saber cudn-
do, al combinar dos entidades con propiedades comunes, se obtiene un resultado con la misma
propiedad. Para la composicién de aplicaciones tenemos el resultado siguiente:

Proposicion 9.3. Dadas dos aplicaciones, f: X — Y y g:Y — Z, se puede afirmar que:
a) si f,g son inyectivas, entonces go f es también inyectiva;

b) si f,g son exhaustivas, entonces go f es también exhaustiva.
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Demostracion. a) Para demostrar que go f es inyectiva, sean x,x’ € X tales que (go f)(x) =

(go f)(x'). Entonces, de g(f(x)) = g(f(x')) se deduce que f(x) = f(x') ya que g es inyectiva.
Como f es también inyectiva deducimos que x = x/, y por tanto obtenemos la inyectividad de
gof.

b) Dado z € Z, como g es exhaustiva, existe y € Y tal que g(y) = z. Por otra parte, como f
es también exhaustiva, existe x € X tal que f(x) =y. Asi, z=g(y) = g(f(x)) = (go f)(x) v,
por tanto, Im(go f) = Z. O

Cabe observar que, de esta proposicion, se deduce directamente la biyeccién de la compo-
sicién, siempre que las funciones originales sean biyectivas.

9.3 Operaciones

Las operaciones binarias mds familiares son las operaciones aritméticas de la suma y el produc-
to. Cada una de estas operaciones es una regla que asocia a cada par de nimeros otro nimero
bien definido. El concepto genérico de operacién binaria es una generalizacion de esta idea.

Una operacion binaria, a veces llamada también ley de composicion interna, sobre un
conjunto A es una aplicacién de A x A sobre A.

f: AxA — A
(a,b) — f(a,b)

Habitualmente, las aplicaciones que representan operaciones binarias se denotan mediante
algin simbolo que une los elementos operados, por ejemplo,

fla,b) =axb, f(a,b)=alb, f(a,b)=a+b
Seguidamente damos los ejemplos de operaciones binarias més utilizadas.

1. Ademés de las operaciones aritméticas elementales, en el conjunto de los nimeros natu-
rales se pueden definir muchas otras operaciones, como por ejemplo

NxN — N
(n,m) — n(m+1)

2. La composicion de aplicaciones definidas de un conjunto X en él mismo, que denotamos
como F (X), constituye un ejemplo importante de operacién no aritmética.

FX)xF(X) — F(®X)
(f,g) — fog
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3. Si consideramos (X ), el conjunto de las partes del conjunto X, la unién y la interseccién
son dos ejemplos importantes de operaciones.

PX) x p(X) — p(X) PX) x p(X) — p(X)
(A,B) — AUB (A,B) — ANB

Una estructura algebraica importante basada en estas operaciones es la llamada de Boole,
que se define en el problema 7 del peniltimo capitulo.

Otros ejemplos importantes de operaciones aritméticas son la suma y el producto sobre
enteros médulo n y constituyen lo que se llama aritmética modular. Estas operaciones se
definen de manera natural, es decir, asignando a la suma de clases la clase de la suma y como
producto de clases la clase del producto.

DX Ty — T DnXTw — T
([a,[p]) — [a]+[b]=[a+D] (lal,[p])) — [a]-[b]) =a-D]

Es preciso comprobar que estas operaciones estdn bien definidas, es decir, que no dependen
de los representantes escogidos en cada clase. Ciertamente, si a,a’ son dos representantes
cualesquiera de la clase [a] y b,b' dos de la clase [b], entonces podemos escribir @' =a+hn'y
b'=b+kn,yportantod +b' =a+b+pnyd-b' =a-b+qn, hk,p,q € 7, de donde

[d+b]=la+b] y [d-V]=][a-D]

La aritmética computacional ofrece muchos ejemplos de operaciones binarias sobre con-
juntos finitos. Cada computador tiene un repertorio de operaciones aritméticas sobre los nu-
meros enteros, que normalmente incluyen sumas, diferencias, multiplicaciones y divisiones. A
causa de la propia estructura del computador, s6lo un subconjunto finito de enteros pueden ser
manipulados. Por tanto, en la prictica, las operaciones aritméticas son modulares.

Se pueden describir otros tipos de operaciones binarias diferentes de las operaciones arit-
méticas brevemente comentadas. El hecho de que una sefial pueda tomar valores sobre el
conjunto Z, = {0,1} hace que cualquier dispositivo con dos entradas y una salida represente
una operacién binaria sobre Z;.

Una operacion binaria se puede describir tabulando los valores de los pares asociados a su
dominio. Esta tabulacién normalmente se llama tabla de composicion de la operacion. Como
ejemplo consideremos la operacién definida sobre el conjunto A = {a,b,c,d} descrita en la
tabla 9.1.

En particular son dtiles las tablas de operaciones aritméticas modulares. Como ejemplos,
podemos considerar las que figuran en las tablas 9.2 'y 9.3.

Estas operaciones se dicen binarias por indicar que cada par ordenado de elementos de A
es enviado por la operacién a un nuevo elemento de A. Si son ternas ordenadas de elementos
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Tabla 9.1: Tabla de una operacién binaria

‘*Habcd
allb ¢ d d
bifia b ¢ d
cllc a ¢ d
difia b a b

Tabla 9.2: Tabla de la suma en Z4

W N = O+
W N = OO
S W N = =
—_— O W NN
N = O W W

de A las que son enviadas a A por la operacién, diremos que la operacion es ternaria. De
forma similar, si la operacidon nos proporciona las imigenes en A de n-tuplas de A, entonces
hablaremos de una operacién n-dria.

Una manera sencilla de construir operaciones n-drias es la de componer recursivamente
operaciones binarias. Por ejemplo, a partir de una operacién binaria f : A X A — A, podemos
construir la operacion ternaria

fi AXAXA — A
(@,b,¢)  — f(f(a,b),c)

Esta es la manera en que los ordenadores realizan operaciones sobre un conjunto de n

Tabla 9.3: Tabla del producto en Z4

|-]Jo 1 23
oo 0o 0 o
1o 1 2 3
200 2 0 2
3/0 3 21
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entradas, ya que internamente el ordenador sélo admite operaciones binarias. Por ejemplo, la
operacion ternaria f(a,b,c) = a+ b+ c se efectda haciendo

fla,b,c) = (a+b)+c

Las operaciones binarias pueden tener propiedades que resultan imprescindibles para la
construcciéon de estructuras algebraicas. Las que presentan un interés mas relevante en este
sentido son las siguientes.

Dadas dos operaciones binarias, x y L, definidas sobre un conjunto A, diremos que la
operacion x es

e asociativa si'y s6lo si, para todo a,b,c € A, a*x (bxc) = (axb) *c;
e conmutativa siy solo si, paratodo a,b € A, axb =bxa;

o distributiva respecto de L siy sélo si, para todo a,b,c € A, se satisfacen las igualdades
siguientes:

ax(blc) = (axb)L(axc)
(ble)yxa = (bxa)l(cxa)

Observar que las dos igualdades que se tienen que cumplir (para que % sea distributiva
respecto de L) coinciden cuando x es conmutativa.

En los conjuntos de los nimeros naturales, enteros y racionales, tanto la suma como el
producto son operaciones asociativas y conmutativas, y el producto es distributivo respecto de
la suma, pero la suma no es distributiva respecto del producto.

Cabe observar que, en (Q, la diferencia y el cociente no son ni asociativas ni conmutativas,
y también que, en Z, el cociente no estd definido, ya que hay pares de nimeros (por ejemplo,
(3,2)) que no tienen una imagen definida. Similarmente, en N no se puede definir el cociente
y, en este caso, tampoco la diferencia.

Ejercicio 9.4. Comprobar que la unién y la intersecciéon sobre el conjunto de las partes de
cualquier conjunto son operaciones asociativas y conmutativas y, en este caso, que la unién es
distributiva respecto de la interseccién y también en sentido contrario.

La composicién de aplicaciones constituye un ejemplo importante de operacién asociativa
y no conmutativa. La asociatividad se comprueba facilmente y, en cuanto a la conmutatividad,
podemos considerar, por ejemplo

f,e:N—N
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tales que, f(n) =2ny g(m) =m+ 1. Entonces, (go f)(n) = 2n+ 1, mientras que (fog)(m) =
2(m+1).

Un conjunto con una operacion binaria, independientemente de las propiedades de esta
operacioén, puede admitir ciertos elementos que por su comportamiento respecto de la operacién
se llaman singulares. Asi, dado un conjunto A y una operacion binaria %, se dice que e € A es
un elemento neutro respecto de x si'y sélo si

axe=exa=a YaeA

Lema 9.5. En cada operacién binaria existe como maximo un elemento neutro.

Demostracion. Supongamos que e y ¢’ fuesen dos elementos neutros respecto de . Entonces
se tendria que verificar que ¢’ = exe’ = ¢’ xe = ¢; por tanto, si existe neutro, éste es tnico. [

Si A tiene elemento neutro e respecto de *, entonces se dice que @’ € A es un elemento
inverso de a € A respecto de x si y sélo siaxd =d xa=e.

Lema 9.6. Si * es una operacion asociativa sobre el conjunto A, y admite un elemento neutro
e € A, entonces cada elemento a € A admite como m4ximo un elemento inverso a’ € A.

Demostracion. Sida',a" € A fuesen dos inversos de a € A, entonces
)

al — al*e — al*(a*all) — (a'*a)*a” — Cl”

O

La existencia de neutros e inversos respecto de las operaciones aritméticas elementales
puede comprobarse facilmente en los conjuntos de nimeros con que se trabaja habitualmente.
Asfi, tenemos:

1. En N no hay elemento neutro respecto de la suma y, por tanto, no tiene sentido hablar
de inversos respecto de esta operacion. Si consideramos el producto, el 1 es el elemento
neutro. Como no existe ningtin natural diferente del 1, que multiplicado por otro dé 1,
ningln elemento (diferente de 1) tiene inverso.

2. Siconsideramos la suma en Z, tenemos el cero como neutro y —a como inverso de a € Z,
mientras que con el producto, aunque también exista neutro, el 1, ningtin elemento tiene
inverso.

3. En el conjunto (Q, tanto la suma como el producto admiten elementos neutros e inversos
respecto de las dos operaciones.
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4. Las operaciones aritméticas elementales sobre Z, admiten como neutros las clases del [0]
y del [1] respectivamente. El inverso respecto de la suma de una clase [a] es claramente
la clase [—a]. La existencia de inversos respecto del producto no es tan evidente como en
el caso de la suma; en el préximo capitulo veremos que [a] € Z, admite inverso respecto
del producto si y sélo si med(a,n) = 1.

Como ejemplo, si consideramos en Zg los elementos 2, 4, 5, 7 y 8, estos tienen inverso,
como es facil comprobar, (2x5=1 (mod 9),4x7=1 (mod 9), (8x8=1 (mod 9)),
mientras que no hay ningiin entero s tal que 3 x s=1 (mod 9) ni6 x s =1 (mod 9).

Ejemplos no numéricos de elementos singulares los encontramos al considerar:

1. El conjunto de las partes de un conjunto, (X), con la unién y la interseccién como
operaciones admite como neutros respectivos el @ y el propio conjunto X. Es ficil com-
probar que ningtin subconjunto no trivial de X admite inverso respecto de la unién ni
respecto de la interseccién.

2. El conjunto de las aplicaciones, F (X), definidas desde un conjunto cualquiera X en él
mismo respecto de la composicién admite siempre la aplicacion identidad como neutro,
ya que para todo x € X, y para toda f € F (X),

(fold)(x) = f(Id(x)) = f(x) = Id(f(x)) = (Id o f)(x)

Recordemos que la aplicacion inversa de f € F (X) s6lo existe si f es biyectiva, entonces
la existencia de aplicaciones inversas queda restringida al subconjunto de aplicaciones
biyectivas, que denotamos como F *(X).

9.4 Estructuras algebraicas

En esta dltima seccidn se introduce la nocién de estructura algebraica, asi como también ciertos
aspectos generales, teniendo en cuenta que en los capitulos sucesivos se desarrollardn con mas
precision los modelos mds importantes de estas estructuras.

La idea bésica subyacente en la definicién de estructura algebraica es la de un conjunto
con una o varias operaciones, aunque puede intervenir mds de un conjunto, asi como también
otros tipos de relaciones. En general, las operaciones definidas pueden ser n-arias, pero si no se
especifica lo contrario, aqui consideraremos inicamente operaciones binarias y nos referiremos
a ellas directamente como operaciones.

Una estructura algebraica es una n-tupla cuyos elementos son conjuntos y relaciones en-
tre estos conjuntos, de las cuales se destacan en particular las operaciones y también, si se
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quiere, los elementos singulares que puedan tener estos conjuntos respecto de las operaciones
asociadas. Para denotarla podemos escribir

(X,Y,... ,R],RQ,... ,*,J_,... ,e,e',...)

donde X,Y,... son conjuntos, Ry,R>,... relaciones definidas en estos conjuntos, %, L,... son
operaciones n-arias (en general) sobre estos conjuntos, y e,¢’, ... elementos singulares de estas
operaciones.

De hecho, al largo de todo este capitulo se han estado utilizando ya ejemplos de estructuras
algebraicas, entre las cuales tenemos:

1. (N, <). Relacion de orden total sobre los naturales.

2. (N,=). Relacion de equivalencia, también sobre los naturales.

3. ((X),U,0). La operacién unién que tiene por neutro el conjunto vacio.

4. (F (X),0,Id). La composicién de aplicaciones con la aplicacion identidad como neutro.
5. (Q,+,-,0,1). La suma y el producto sobre los racionales con el 0 como neutro de la

suma y el 1 como neutro del producto.

Es preciso mencionar que las estructuras mds importantes estan definidas sobre un tnico
conjunto en el cual hay definidas una o dos operaciones. Los elementos singulares normalmen-
te no se especifican si son ficilmente deducibles. A continuacién daremos una clasificacién
ordenada de estas estructuras. Primero introduciremos aquellas que estdn definidas a partir de
una Unica operacion.

Dado un conjunto X y una operacion x sobre X, diremos que la estructura algebraica (X,*)
es un:

e semigrupo siy s6lo si x es asociativa;
e monoide siy s6lo si x es asociativa y X tiene elemento neutro;

e grupo siy sOlo si x es asociativa, X tiene elemento neutro y cada elemento de X tiene
inverso.

Si % es conmutativa diremos que la estructura correspondiente es abeliana o conmutativa.
Entre los ejemplos que se han tratado al largo del capitulo es rutinario comprobar la estruc-
tura algebraica que corresponde a algunos de ellos.

Ejercicio 9.7. Comprobar las siguientes afirmaciones.

1. (Z, %) es un monoide abeliano.
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Z,4) es un grupo abeliano.
$(X),U) es también un monoide abeliano.

4. (F (X),0) es un monoide no abeliano.

-
-
-
5. (F*(X),o) es un grupo no abeliano.

Dado un conjunto X y dos operaciones, * y L sobre X, diremos que (X,*, 1) es un:

e anillo siy s6lo si (X, ) es un grupo abeliano, L es asociativa y distributiva respecto de
*,

e anillo unitario si'y sélo si es un anillo y (X, L) tiene elemento neutro,

e anillo unitario abeliano si'y s6lo si es un anillo y (X, L) tiene elemento neutro y (X, L)
es conmutativa,

e cuerpo siy so6lo si es un anillo unitario abeliano y (X, L) tiene elementos inversos.

De forma similar a como hemos hecho con los ejemplos sobre estructuras algebraicas con
una Unica operacién, podemos aprovechar aqui también ejemplos ya tratados con dos opera-
ciones.

Ejercicio 9.8. Comprobar las afirmaciones siguientes.

1. (Z,4+, %) es un anillo unitario abeliano.

2. (Zyn,+, x) es también un anillo unitario abeliano.

3. (Q,+, x) es un cuerpo abeliano.

- (
- (
- (
4. (

Zp,+, %) es un cuerpo abeliano si y sélo si p € Z es un nimero primo.

Ejercicio 9.9. Comprobar que el conjunto de las aplicaciones entre nimeros racionales, res-
pecto de la suma y el producto, definidas a continuacién, (F (Q),+, x), tiene estructura de
anillo unitario abeliano.

Paratoda f,g € F (Q), y para todo ¢ € Q, definimos:

FQxF(@Q — F(Q
(f,e)q) — (f+8)g) =rflg) +g(q)

F(QxF(Q
(f:8)(q)

F(Q
(fxg)(q) = flq) xg(q)

—
—
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Observar que la unicidad en la suma y el producto de niimeros racionales se transmite a la suma
y el producto de aplicaciones racionales. Es decir, estas operaciones estdn bien definidas.

Una vez sabemos lo que significa que un conjunto X tenga una determinada estructura
algebraica, es natural plantearse la cuestion siguiente: al considerar un subconjunto ¥ C X, ;es
posible que esta estructura se mantenga al restringirla a ¥'? Esta cuestion da lugar a un concepto
muy utilizado en este dmbito, el de subestructura.

Dada una estructura algebraica (X, ) y un subconjunto X’ C X, se dice que (X', %) es una
subestructura de la anterior si y solo si la operacion * es cerrada en X', es decir,

Ky =7eX vx',y e X'

y ademds mantiene las propiedades y los elementos singulares que definen la estructura origi-
nal.

Observar que la asociatividad y la conmutatividad de una operacion se mantienen en cual-
quier subconjunto del conjunto de partida.

De forma general, dada una estructura algebraica,

(X,Y,... ,R],Rz,... ,*,J_,... ,e,e',...)
y una familia de subconjuntos X' C X, Y’ C Y, ..., se dice que la estructura algebraica
(XI,YI,... ,R],Rz,... ,*,J_,... ,e,e’,...)

es una subestructura de la estructura original si y sélo si las relaciones, las operaciones y los
elementos singulares originales se mantienen con las mismas propiedades al considerar la es-
tructura original restringida a la familia de subconjuntos.

Entre los ejemplos anteriores podemos observar que algunas de las estructuras algebraicas
son subestructuras de otras.

1. (N, x) es un submonoide abeliano del monoide abeliano (Z, x). Pero, si consideramos
como operacion la suma, la estructura de grupo que hay en Z se pierde en N, ya que este
ultimo conjunto no contiene los elementos inversos.

2. (Z,+) es un subgrupo abeliano del grupo abeliano (Q, +). Pero no es cierto que el anillo
unitario abeliano (Z,+, x) sea una subestructura del cuerpo abeliano (Q,+, x), ya que
los elementos inversos respecto del producto en Q no estan en Z.

Dos estructuras algebraicas diferentes pueden compartir caracteristicas similares. Si una
estructura estd definida sobre un conjunto X y una estructura similar lo estd sobre un conjunto
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Y, la similitud de estas estructuras se pone de manifiesto por medio de una aplicacién entre los
conjuntos X e Y que conserva las caracteristicas de la estructura.

Dadas dos estructuras algebraicas (X,«) e (Y, L), la aplicacion f: X — Y es un morfismo
de (X,*) en (Y,L) siy sélo si

F) LX) = flxxx) Vx,x' € X

La definicién dice que la imagen de la composicion de dos elementos coincide con la
composicion de las imdgenes de cada uno de ellos.

Si f:X — Y es un morfismo de (X,%) en (¥, L), se dice que (f(X),L) es la imagen
homomédrfica de X por f.

Observar que la operacién L serd siempre cerrada en f(X).

Por ejemplo, (Z, %)y (NU{0}, x) son homomorficos, ya que la aplicacién

||:Z — NU{0}
que envia cada entero z a su médulo |z|, satisface la condicién de morfismo, es decir,
exd|=le x| Vz,Z €Z

Como los morfismos son aplicaciones, éstas pueden ser inyectivas, exhaustivas y biyectivas.
En cada caso reciben también nombres especiales.
Si f es un morfismo de (X, ) en (¥, L), entonces diremos que f es un:

e monomorfismo siy solo si f es inyectiva,
e epimorfismo siy sélo si f es exhaustiva,
e isomorfismo siy s6lo si f es biyectiva.

Como ejemplos de esta clasificacién podemos considerar los siguientes:

1. La aplicacién identidad Id : (N, x) — (Z, X ), que envia cada nimero natural a él mis-
mo, es un monomorfismo.

2. Laaplicacién | | : (Z, x) — (NU{0}, x), que envia cada nimero entero z a su médulo
|z|, es un epimorfismo.

3. La congruencia médulo n, [ ]: (Z,+) — (Z,,+), que envia cada entero z a su clase [z],
es un ejemplo importante de epimorfismo.
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Como una congruencia médulo 7z es una relacién de equivalencia, ésta induce una particion
del conjunto en clases y da lugar al conjunto cociente, que permite introducir la nocién de
estructura cociente. Mds concretamente y en general:

Una relacién de equivalencia R sobre una estructura (X,*) se dice que es compatible res-
pecto de una operacién * si y sélo si

xRX', yRY' = (x*y)R(X'*)')

Es decir, si la operacién no depende de los representantes elegidos.

Si R es compatible con %, entonces se dice que R induce una estructura cociente, (X /R, *g)
donde X /R es el conjunto de las clases de equivalencia de X médulo R y % es la operacion
inducida por R, es decir,

[xxy] = [x] *g [y] Vx,yeX

Observar que no hay ambigiiedad en la definicién de xg, ya que no depende de los represen-
tantes escogidos en cada clase. Es por ello que se ha introducido la nocién de compatibilidad.
Ya hemos visto que la relacién de congruencia médulo # en los enteros es compatible con la
suma y con el producto. Justamente, (Z,,+,, X,) es la estructura cociente del anillo unitario
(Z,+, x) por la relacion de congruencia médulo n.

La compatibilidad de una relacién respecto de una operacién es una propiedad muy res-
trictiva. Es ficil encontrar ejemplos de particiones no compatibles con ciertas operaciones.
Asi, en Z, la particién A} = {1,2} y A, = Z \ A} no es compatible con la suma, ya que al
operar dos elementos de la clase A; podemos obtener un nuevo elemento de la misma clase
[14 1] = [2] = A}, o bien un elemento de la otra clase [1 + 2] = [3] = A,.

Es interesante observar que la estructura algebraica (X /R, *g) es una imagen homomorfica
de la estructura (X,*) considerando el epimorfismo

f:X —X/R

que envia cada x € X a su clase [x]. Habitualmente, éste se llama epimorfismo natural de X
sobre X /R.

A todo morfismo de una estructura algebraica sobre ella misma se le llama endomorfismo.
Si el morfismo es biyectivo entonces se llama automorfismo.

La nocién de morfismo se extiende a todas las estructuras algebraicas. Por ejemplo, un
morfismo de la estructura (X,*, L) en la estructura (Y,*', ') es una aplicacién f: X — Y
que satisface para todo x,y € X,

flexy)=f)+ f(y) vy flaly) =f(x)L'f()
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es decir, respeta todas las operaciones y consiguientemente todas las propiedades que involu-
cren a estas operaciones.

En general, la imagen homomorfica de una estructura algebraica es otra estructura con con-
juntos, relaciones, operaciones y elementos singulares que se corresponden uno a uno con cada
elemento de la estructura inicial. Ademads, las propiedades especiales de la estructura original
se mantienen en la estructura imagen. Asi, si x es asociativa en (X,*, L, e), ' 1o es también en
la imagen homomédrfica (f(X) C X',+', L' ¢’), como se puede comprobar facilmente. En par-
ticular, el elemento neutro de la estructura original va a parar al elemento neutro de la estructura
imagen, como se demuestra a continuacion.

Lema 9.10. Dadas dos estructuras algebraicas (X,*,¢) e (Y, L,¢') con elementos neutros res-
pectivos e y ¢’ y un morfismo f : X — Y, se cumple siempre que ¢’ = f(e).

Demostracion. Para todo x € X, la imagen homomorfica de xxe = x es

fx)Lf(e) = f(x)

y, por tanto, f(e) =¢'. O
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Capitulo 10

Grupos

1. Definiciones y propiedades

2. Grupos abelianos finitos

3. Grupos de permutaciones

4. Digrafos de Cayley

5. Teorfa de enumeracién de Pélya

La estructura de grupo es la mds simple de las que se considerardn y también una de las que
tiene una incidencia més extensa en sus aplicaciones.

En la seccién 1 de este capitulo se revisa la definicién de grupo que ya se ha enunciado
en el capitulo anterior, se introduce la terminologia bésica y se ven las primeras propiedades.
La seccién 2 estd dedicada al estudio de los grupos abelianos finitos, de los cuales se describe
la estructura. Los grupos de permutaciones, y en particular los grupos simétrico y alternado,
merecen una atencion especial y en la seccién 3 se consideran algunos aspectos algebraicos y
combinatorios de estos grupos. Los grafos de Cayley proporcionan una manera de visualizar
la estructura de un grupo. La interrelacion entre la teoria de grupos y la teoria de grafos por
medio de los grafos de Cayley es muy enriquecedora para ambas teorias y estd relacionada con
la descripcién de un grupo mediante lo que se llaman presentaciones. Estas cuestiones se tratan
en la seccién 4. El capitulo se acaba con una aplicacién de la teoria de grupos a un problema
de enumeracién que se conoce como teoria de Pélya. El objetivo es enumerar configuraciones
diferentes sobre un conjunto que goza de ciertas simetrias.
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10.1 Definiciones y propiedades

Tal como se ha introducido en la tdltima seccién del capitulo anterior, la estructura de grupo
viene dada por la definicién siguiente.
Un grupo es un par (G,-) formado por un conjunto y una operacién binaria que cumple:

GO La operacién es cerrada, es decir, a-b € G, para todo a,b € G.
G1 La operacion es asociativa, es decir, (a-b)-c=a-(b-c), para todo a,b,c € G.
G2 El conjunto G tiene elemento neutro, que se denotara por e, respecto de la operacion.

G3 Cada elemento de G tiene inverso respecto de la operacién. El inverso del elemento a € G

se denotard por a~!.

Si ademads la operacién es conmutativa, se dice que el grupo es abeliano.

Las propiedades descritas en los axiomas G1, G2 y G3 son una abstraccion de las propieda-
des que satisfacen las operaciones elementales en los conjuntos de nimeros. Asi, los conjuntos
de nimeros enteros o racionales con la suma, (Z,+), (Q,+), son ejemplos de grupos abelia-
nos. De la misma manera, el conjunto de nimeros racionales con el producto, (Q*,-), tiene
también estructura de grupo abeliano.

Por abuso de notacién nos referiremos a menudo a un grupo indicando s6lo su conjunto
base, dejando de lado la referencia a la operacion. Asi pues, hablaremos del grupo G en lugar
de hablar del grupo (G,-), de manera que debe quedar sobreentendido a qué operacién se
hace referencia. Siguiendo los modelos aritméticos de los conjuntos de nimeros, la notacién
genérica de la operacion es ‘-’ (notacién multiplicativa) y entonces el elemento neutro se denota
por ‘e’ o por ‘I’. A menudo se escribe ‘ab’ en lugar de ‘a-b’. Cuando el grupo es abeliano,
la operacion se denota por ‘4’ (notacién aditiva), el elemento neutro se denota por ‘0’ y el
inverso de x por ‘—x’.

Algunas de las propiedades elementales que se derivan de los axiomas de grupo son las
siguientes:

Proposicion 10.1. En un grupo (G,-) se cumple:
1. El elemento neutro es tnico.
2. El elemento inverso de cada elemento es tnico.
3. Elinverso de a~! es a, es decir, (a= )~ = a.
4. Elinversode a-bes b~ ' -a~ !, es decir, (a-b) ' =b~"-a" .

5. Laecuacién a-x = b tiene una solucién dnicax=a~!-b € G.
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Ejercicio 10.2. Demostrar las propiedades enunciadas en la proposicion anterior e indicar cua-
les de los axiomas de grupo se usan.

La dltima de las propiedades, que asegura que en un grupo una ecuacién del tipo ax = b
tiene siempre una solucién tnica en x, es caracteristica de la estructura de grupo. Este punto de
vista es importante ya que, histéricamente, los objetivos iniciales del dlgebra estaban ligados a
la resolucién de ecuaciones.

Es preciso observar también el cambio de orden en la escritura de los elementos en la
propiedad 3 de la proposicién. Si G es un grupo abeliano, se puede escribir (a-b) ' =a~!-b71.
Esta relacién aparentemente mas natural puede dejar de cumplirse si el grupo no es abeliano.

En este capitulo nos centraremos sobre todo en grupos finitos, es decir, en los que el con-
junto de base del grupo es finito.

Una de las maneras de representar la estructura de un grupo finito es dando la tabla de la
operacion. Por ejemplo, la tabla siguiente corresponde a la de un grupo de cuatro elementos,
G ={e,a,b,c}.

Tabla 10.1: Tabla de un grupo de cuatro elementos

o o o0 oo

o o & o0

o o ® o0
o o0 o |
o O 0|0

En la tabla de un grupo se pueden visualizar facilmente los dos dltimos axiomas de la
estructura: la fila y la columna que corresponden al elemento neutro son idénticas a la fila
y la columna cero respectivamente. Ademds, en cada fila y en cada columna aparece una
Unica vez este elemento neutro al operar cada elemento con su tnico inverso. Otra propiedad
caracteristica mas de la tabla de un grupo es que en cada una de las filas y de las columnas
aparece una Unica vez cada uno de los elementos del grupo. Esto es porque si x-y = x-z,
multiplicando los dos lados de la igualdad por x~!' obtenemos y = z. La tabla muestra también
si el grupo es abeliano, caso en el que hay una simetria respecto de la diagonal principal como
en la tabla anterior. La propiedad asociativa es la que no queda reflejada en la tabla y se tiene
que verificar de manera exhaustiva (y a menudo tediosa).

Ejercicio 10.3. Usando las propiedades que se han mencionado de la tabla de un grupo, de-
mostrar que hay un tnico grupo de dos elementos y un tnico grupo de tres elementos.
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Subgrupos

De acuerdo con la nocién genérica de subestructura, se dice que un subconjunto H C G es un
subgrupo de G si con la operacién -’ restringida a los elementos de H se satisfacen los axiomas
de grupo. Por ejemplo, el subconjunto formado por los elementos H = {e,b} en el grupo de
la tabla anterior (10.1) es un subgrupo, ya que la operacién restringida a este subconjunto es
cerrada, tiene elemento neutro e y el elemento b tiene como inverso el mismo b. La tabla de
este subgrupo estd representada en 10.2.

Tabla 10.2: Subgrupo del grupo de la tabla 10.1

o o
o o |lo
o oo

De hecho, 10.2 corresponde a la tabla del tnico grupo de dos elementos. En realidad no es
preciso comprobar los cuatro axiomas de grupo para determinar si un subconjunto es o no un
subgrupo.

Proposicién 10.4. Sea (G,-) un grupo y H C G. Entonces, (H,-) es un subgrupo de (G,-) siy
s6lo si se satisface la relacion

a-b'eH Ya,b € H
Si G es finito, (H,-) es un subgrupo si y sélo si la operacion es cerrada en H.

Demostracion. Supongamos que se satisface la relacion. Si a € H, tomando b = a obtenemos
1

a-a ' =e € H de manera que H contiene el elemento neutro. Entonces, tomando a = e,
para cualquier elemento b € H, e-b~! = b~! € H, de manera que cualquier elemento de H
tiene inverso en H. Dados dos elementos a,b € H, tenemos que a- (b~')~! = ab € H, de

manera que la operacién es cerrada. Finalmente, la propiedad asociativa se hereda directamente
de la misma propiedad en G. Reciprocamente, si (H,-) es un subgrupo de (G,-), estd claro
que se satisface la relacién, es decir, si a,b € H entonces a,b~! € H y por tanto a-b~ ' € H.
Finalmente, en caso que G sea finito, basta que la operacién sea cerrada en H. La demostracién
se deja como ejercicio. O

Ejercicio 10.5. Demostrar que en el enunciado de la proposicién anterior se puede substituir
la relacién a-b~! € H para todo a,b € H por

a'-beH YabeH
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De manera simplificada se escribe H < G para denotar que (H,-) es un subgrupo de (G, -).
Esté claro que el subconjunto formado sélo por el elemento neutro es un subgrupo de G. Todo
el grupo G es también un subgrupo de él mismo. Estos dos se llaman subgrupos triviales de G,
mientras que los subgrupos no triviales se llaman también subgrupos propios.

Ejercicio 10.6. Demostrar que (Z,+) < (Q,+).

Ejercicio 10.7. Demostrar que nZ = {nk,k € Z}, el conjunto de miltiplos de un nimero entero
n, es un subgrupo de (Z,+).

Un subgrupo propio H de G induce en G una relacion de equivalencia Ry definida por
aRyb<=a'-beH, VNabeG

Ejercicio 10.8. Demostrar que Ry es efectivamente una relacion de equivalencia.

De acuerdo con la ltima proposicién (y el ejercicio que sigue), si a,b € H, entonces a~ ' -

b € H, de manera que aRyb. Reciprocamente, si aRyb y a € H, entonces b = a- (a~'b) €
H. Esto quiere decir que los elementos de H forman una de las clases de equivalencia. De
manera similar se puede ver que la clase de un elemento a € G es justamente el conjunto de los
elementos aH = {ax,x € H} y que todas ellas se pueden describir de esta manera.

Ejercicio 10.9. Demostrar esta dltima afirmaciéon: Si H es un subgrupo de G, las clases de
equivalencia de la relacién Ry son los conjuntos de la forma aH = {ax,x € H} para cada
acG.

Por ejemplo, si G es el grupo de cuatro elementos de la tabla 10.1 y H el subgrupo de dos
elementos de la tabla 10.2, H =b+H = {e,b} y a+ H = {a,c} son las clases de equivalencia
de la relacion Ry (usamos la notacion aditiva).

A causa de su forma, las clases de equivalencia por la relacion Ry se llaman clases laterales
por la izquierda de G médulo H. Esta claro que todas las clases tienen el mismo cardinal (si
aH ,bH son dos clases, la aplicacién f : aH — bH dada por f(ax) = bx es una biyeccién). Si
G es un grupo finito, el ndmero de clases se llama indice de H en G y se denota por |G : H|.
Asi pues,

|Gl

|G:H|=+—
|H]|

Esto lleva a uno de los primeros resultados que se obtuvieron en la teoria de grupos.

Teorema 10.10 (Teorema de Lagrange). Sea G un grupo finito y A un subgrupo propio de
G. Entonces |H| es un divisor de |G]|.

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



220 MATEMATICA DISCRETA

El teorema de Lagrange limita el nimero de subgrupos que puede tener un grupo. Por
ejemplo, un grupo de orden primo no puede tener ningtin subgrupo propio. El reciproco del
teorema de Lagrange no es necesariamente cierto: el hecho que k sea un divisor de |G| no
quiere decir que G tenga que tener un subgrupo de orden & (0 que no pueda tener mas de uno).

Si H < G, habriamos podido definir también la relacién de equivalencia gy R dada por

aHRb<::>a-b_1 €EH

En este caso, las clases de equivalencia son Ha, a € G y se llaman clases laterales por la
derecha de G moédulo H. Si G es un grupo abeliano, entonces aH = Ha, para todo a € G; en
este caso, las clases laterales por la derecha coinciden con las clases por la izquierda. Si G no es
abeliano, las clases por la derecha no coinciden necesariamente con las clases por la izquierda
y las dos relaciones dan lugar a particiones diferentes.

Si xH = Hx para todo x € G, se dice que H es un subgrupo normal de G y se indica

3

escribiendo H < G. En este caso, la operacién ‘-’ del grupo G induce una operacién en el

conjunto de G/H de clases de equivalencia definida como
(xH) - (yH) = (x-y)H

Ejercicio 10.11. Comprobar que, si H es un subgrupo normal de G, la operacién estd bien
definida, es decir, el resultado no depende del representante que se escoge en cada clase. Més
concretamente, si xH = x'H e yH = y'H, entonces (x-y)H = (x'-y')H. Esto no es necesaria-
mente cierto si H no es un subgrupo normal.

No es dificil comprobar que el conjunto G/H con esta operacion vuelve a tener estructura
de grupo. De hecho, la clase eH es su elemento neutro y el elemento inverso de xH es x 'H.
Este grupo se llama grupo cociente de G médulo H.

Ejercicio 10.12. Demostrar que, efectivamente, si H <G, entonces G/H con la operacion
(aH) - (bH) = abH tiene estructura de grupo.

En el capitulo anterior hemos visto un ejemplo importante de grupo cociente. Recordemos
que la relacion de congruencia médulo n en el conjunto Z de los nimeros enteros estd definida
como

x=y (mod n) & n|(x—y)

Si llamamos nZ al subgrupo de los multiplos de » introducido en el ejercicio 10.7, vemos que la
relacién de congruencia es una relacién de equivalencia médulo este subgrupo. Como (Z,+)
es un grupo abeliano, nZ es un subgrupo normal, de manera que se puede definir el grupo
cociente Z /nZ, que habitualmente se denota por Z,, con la operaciéon

(a4+nZ)+ (b+nZ)=(a+b)+nZ

Tanto Z como nZ son grupos infinitos, pero Z, es un grupo finito de orden n.
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Morfismos de grupos

Particularizaremos ahora al caso de la estructura de grupo otra de las definiciones generales
que se han dado en el capitulo anterior. Una aplicacién

f:G—H
entre dos grupos (G,-), (H,o) es un morfismo de grupos si

fla-b) = f(a)o f(b) VYa,b € G

es decir, es lo mismo operar dos elementos en G y aplicar la funcién f que aplicar la funcién f
a los dos elementos y operar las imdgenes en H.

Ejercicio 10.13. Sea f : G — H un morfismo de grupos.
1. Demostrar que f(eg) = ep.
2. Demostrar que f(a~!) = (f(a))~".

Si la funcién f es biyectiva, se dice que es un isomorfismo de grupos y también que los
dos grupos (G,-) y (H,o) son isomorfos. Dos grupos isomorfos tienen las mismas propiedades
algebraicas y, desde el punto de vista de la estructura, difieren s6lo en la denominacién de sus
elementos. Por ejemplo, el conjunto H = {0, 1} con la operacién ‘o exclusiva’ que tiene por
tabla:

@0 1
010 1
111 O

es isomorfo al grupo representado en la tabla 10.2, donde el isomorfismo viene dado por f(e) =
0y f(b) = 1. Desde el punto de vista de la estructura, los dos grupos son entonces idénticos.

Ejercicio 10.14. Sea f : G — H un morfismo del grupo (G,-) en el grupo (H,o).

1. Demostrar que el subconjunto Go = {x € G| f(x) = ey } es un subgrupo de G. Demostrar
ademds que se trata de un subgrupo normal.

2. Demostrar que el subconjunto /m f es un subgrupo de H.

3. Demostrar que f es un morfismo inyectivo si y sélo si Gy es el subgrupo trivial Gy =

{ec}

4. Demostrar que la aplicacién f : G/Gy — Imf dada por f(x-Goy) = f(x) estd bien
definida y es un isomorfismo de grupos.
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Producto cartesiano de grupos

El producto cartesiano de grupos proporciona una manera de generar nuevos grupos a partir de
otros conocidos.

Dados dos grupos (Gy,*1,e1) y (G2,%2,e2), podemos definir una operacién * sobre G| x G,
de forma natural:

(81,82) * (h1,h2) = (g1 %1 h1,81%2 h2)

Se puede comprobar ficilmente que este producto es asociativo, como consecuencia de la
asociatividad en los grupos originales. Estd claro que (ej,e;) es el elemento neutro de esta
nueva operacién y que, para cada (g1,£2) € Gi X Ga, (g7 1,8, ') € G1 X Gy es su inverso. As,

(G1 X G, %)
es un grupo que se llama producto cartesiano de los grupos G por G».
Ejercicio 10.15. Demostrar que G| x G, es abeliano si y sélo si lo son G y G».
Ejercicio 10.16. Comprobar que Z; X Z, es un grupo no isomorfo a Zg4.

De forma similar se puede definir el producto cartesiano de n grupos, G, G, ... ,Gy,,
G XGyX---xXGy
Ejercicio 10.17. Comprobar que Z; X Zj X Z3 es un grupo isomorfo a (Z, X Z;) X Zs.

De los subgrupos propios de G; y G, podemos obtener también de manera natural subgru-
pos propios de G| x G».

Ejercicio 10.18. Si H; y H, son subgrupos propios de G| y G, respectivamente, entonces
Hj x H, es un subgrupo propio de G; x G».

En particular, G y G, se pueden considerar subgrupos de G; x G, por medio de las iden-
tificaciones siguientes:

Gy & GI]:G1X{€2}
G, & G'zz{el}sz

Es inmediato ver que estas identificaciones representan isomorfismos que identifican cada
g1 € Gj con (g1,e2) € G) y, similarmente, cada g, € G con (e;,g2) € G). Asi, cada elemento
(81,82) € G| X G; se identifica de manera tnica con ((g1,e2), (e1,82)) € G| x G5. Es preciso
observar que, G} NG} = (ej,e2) y ademds se cumple que (g1,e2) * (e1,82) = (e1,82) * (g1, €2)
paratodo g1 € G1 y g € Go.
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Reciprocamente, nos podemos plantear la cuestion siguiente: ;es posible expresar un grupo
G como producto cartesiano de otros grupos de 6rdenes (evidentemente) mas pequefios (y por
tanto mas manejables)?

Esta cuestion sugiere la definicién siguiente. Se dice que un grupo G es producto directo
de sus subgrupos H y H' si

1. G={hh' |he H,N e H'};
2. HNH' = {e}, e es el elemento neutro de G;
3. Hy H' son subgrupos normales en G.

En particular, el producto cartesiano G = G| x G, es también el producto directo de los
subgrupos G| y G, de G,

G:GIXGzﬁGIIXGIZ

de manera que las nociones de producto cartesiano y producto directo de grupos son equiva-
lentes.

Observar que, si G es abeliano, la tercera condicién la cumple cualquiera de sus subgrupos.
Asf, para obtener una descomposicién de G como producto directo de otros grupos, serd preciso
buscar entre los subgrupos que tengan interseccion trivial. En este caso, se usa a veces G =
H @& H' para denotar que el producto directo de H y H' es abeliano, siguiendo la costumbre de
utilizar la notacién aditiva en el caso de grupos abelianos.

Asi, por ejemplo, (Zg,+) tiene dos subgrupos propios,

H = {O,?)}EZQ
H = {024} ~7;

cuya interseccion es el elemento neutro de (Ze,+). Podemos obtener los elementos de Zg a
partir de los elementos de Z, x Z3, mediante la identificacién que figura a continuacion:

‘ L < ZLoyXZsj ‘
0 < (0,0
1 < (@D
2 & 0,2)
3 & (1,0)
4 & 0,1
5 & (1,2)
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Tabla 10.3: Tabla de (Z, X Z3,+)

|+ oo an 02 a0 ©n 12 ]
©0,0 [ 0,0 @1 ©2 1,0 ©1) (1,2
,D || (,1) ©2) (1,00 (0,1) (1,2) (0,0)
©02) | 02) (1,00 ©,1) (12) (00 (1,1)
1,00 | (L0) (©,1) (12) 0,0 (1,1) (02)
oD || ©0,1) 12 ©0 (1,1) ©02) (1,0
1,2) | 1,2 0,0 1,1) ©02) (1,00 (0,1)

Con esta identificacién es facil comprobar que la tabla 10.3 correspondiente a
(Zyx Z3,+)

coincide con la tabla de (Zg,+).
Por tanto, podemos afirmar que Zg = H) ® Hy >~ Z» X Z3.

Ejercicio 10.19. Comprobar que Z, =~ Z4@® Z3. Comprobar también que Z; no es producto
directo de Z;, y Zg. (Por qué?

En la seccién siguiente se usardn descomposiciones en productos directos para obtener la
clasificacién de los grupos abelianos.

10.2 Grupos abelianos finitos

En esta seccion se describe una clase importante de grupos finitos: los grupos abelianos. Los
grupos abelianos mds simples son los grupos ciclicos, que se verdn en primer lugar. A conti-
nuacion se verd que todos los grupos abelianos se pueden expresar como productos directos de
grupos ciclicos.

Grupos ciclicos

Los grupos ciclicos proporcionan el ejemplo més sencillo de grupo finito. Para introducirlos se
considera primero el concepto de orden de un elemento en un grupo. Sea G un grupo finito y g
un elemento de G. Indicaremos por
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Consideremos la sucesién de elementos g, g%,¢>,...,g%,.... Como el grupo es finito, en esta
sucesion no todos los elementos pueden ser diferentes, de manera que para algunos indices m, n
tendremos g” = g". Supongamos que m < n. Multiplicando ambos lados de la igualdad por
(¢™)~! = g™, obtenemos g" " = e. Asi pues, tenemos:

Proposicién 10.20. Si G es un conjunto finito y g € G, existe un entero k tal que g* = e.

La proposicién anterior justifica la definicidn siguiente.

Sea G un grupo finito y g € G. Se llama orden de g, y se indica por |g|, al menor nimero
natural k para el cual g¥ = e.

Si g tiene orden k, entonces los elementos g, g%, ... ,g"!, g = e son todos diferentes. Efec-
tivamente, si hubiese dos iguales, g’ = g9, p < g < k, entonces g¢ P = e, contrariamente al
hecho que k es el menor natural con esta propiedad. Ademds, g”" = g"*+* para todo m € N,
de manera que la secuencia infinita de potencias de g tiene periodo k, es decir, los elementos
de la secuencia se repiten cada k posiciones. Estd claro que el producto de dos potencias de
g es otra potencia de g, de manera que la operacion del grupo es cerrada en el subconjunto
H={gg,...,8" gf=e}. Segin la proposicién 10.4, tenemos el resultado siguiente.

Proposicion 10.21. Sea G un grupo finito y g¢ € G un elemento de orden k. Entonces

H={gg....8d7" ¢ =¢
es un subgrupo de G de orden k = |g|.
En particular, segtin el teorema de Lagrange, tenemos:
Corolario 10.22. Sea G un grupo finito y g € G. Entonces |g| es un divisor de |G]|.

Al subgrupo H de las potencias de un elemento g € G se lo llama subgrupo generado por
g, y también se dice que g genera H. La estructura ciclica de este grupo sugiere la definicién
siguiente.

Un grupo finito G es ciclico si contiene un elemento g que genera todo el grupo, es decir,
todos los elementos de G se expresan como potencia de g.

Ejercicio 10.23. Demostrar que un grupo ciclico es abeliano.

Ejercicio 10.24. Sean G y H dos grupos ciclicos del mismo orden k, generados por los ele-
mentos g € Gy h € H respectivamente. Demostrar que la aplicacién f : G — H definida por
f(g")=h",n=1,2,... k es un isomorfismo de grupos.

Segtin el enunciado de este dltimo ejercicio, vemos que, salvo isomorfismo, hay como
mucho un dnico grupo ciclico para cada orden k. Vamos a ver que hay efectivamente uno para
cada orden.
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Proposicion 10.25. El grupo Z,, es un grupo ciclico de orden n.

Demostracion. Cualquier elemento k + nZ € Z, se puede escribir como k +nZ = k(1 +nZ),
de manera que la clase del 1 genera todo el grupo. U

Los grupos ciclicos aparecen en muchas y diversas aplicaciones, de modo que resulta util
adquirir una cierta habilidad para operar en estos grupos (lo que se llama aritmética modular).
La manera habitual de trabajar en estos grupos consiste en tomar como representantes de las
n clases los enteros de 0 a n — 1 y efectuar la suma ordinaria entre estos elementos, buscando
después el representante correspondiente. Asi, por ejemplo, los grupos ciclicos de érdenes 4 y
5 tienen las tablas siguientes:

ot 2 G
010 123 1|1 2 3 40
N 212 3 4 0 1
212 3 0 1

3(]3 4 0 1 2
313 012 414 0 1 2 3

Asi pues, hay un y s6lo un grupo ciclico de orden n para cada entero positivo, el grupo Z,,.
Este es el tinico grupo de orden n cuando n es un niimero primo.

Proposicion 10.26. Si p es un niimero primo, hay un tnico grupo de orden p y este es ciclico.

Demostracion. Sea G un grupo de orden p y g un elemento cualquiera de G diferente de e.
Segiin el corolario 10.22, el orden de g es un divisor de |G| = p. Como p es primo, tiene que
ser |g| = p, de manera que el subgrupo generado por g es todo G. O

Los grupos ciclicos tienen otra particularidad en relacién al teorema de Lagrange: para
cada divisor k de n, existe un unico subgrupo de Z, de orden k. Esto se puede ver a partir de
las proposiciones siguientes.

Proposicion 10.27. Cualquier subgrupo de un grupo ciclico es ciclico.

Proposicién 10.28. Sea k un divisor de n'y h = n/k. El conjunto de mdltiplos de 4 en Z,, forma
un subgrupo de orden k.

Ejercicio 10.29. Demostrar las proposiciones anteriores y deducir que para cada divisor k de
n hay un tnico subgrupo de orden & de Z,,.

Proposicion 10.30. Sin y m son enteros primos entre si, entonces

Lig X Ly = Loy
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Este resultado es consecuencia de la proposicién 10.33 que veremos mds adelante. En ge-
neral, Z, es isomorfo al producto directo de los subgrupos ciclicos que tienen érdenes divisores
de n y estos 6rdenes son primos entre si.

Teorema 10.31. Sea Z, un grupo ciclico de orden n = p\' p5*--- ps, donde p; son nimeros
primos diferentes. Entonces,

Z”:Z‘DT] XZp;z Xoewe XZp;ls

Asi, por ejemplo, sabemos ya que Zg =~ Zj X Z3. Si observamos la tabla 10.3, podemos
comprobar que (1,1) € Z;, x Z3 genera todo Z; x Z3 y por tanto deducimos que Z; X Z3 es
ciclico. Esta es otra manera de comprobar que Z; X Zs es isomorfo a Zg.

El ejercicio siguiente muestra, en cambio, que no siempre se puede descomponer Z, en
producto de grupos ciclicos de 6rdenes divisores de n.

Ejercicio 10.32. Comprobar que el grupo ciclico de cuatro elementos, Z4, no es isomorfo a
L X L. {Por qué?

Grupos abelianos

Conocer la estructura interna de un grupo es en general un problema dificil. Si el grupo es
abeliano, este problema tiene solucién, como veremos a continuacion.

En el apartado anterior hemos estudiado el modelo més sencillo de grupo abeliano, aquel
que estd generado por un unico elemento. Si consideramos ahora un grupo G generado por un
conjunto de elementos S = {g;,82,...,8} C G (es decir, cualquier elemento de G se puede
obtener como ‘producto’ de elementos de S) tales que conmuten entre ellos, g;g; = g;g;, para
todo i, j, entonces cualquier elemento g de G se puede expresar como producto de potencias de
estos generadores:

X1 X -
8=81'8" &
Como consecuencia, G es un grupo abeliano.
La relacién entre los 6rdenes de dos elementos y el orden del producto de estos elementos
es importante para conocer cudl es la estructura interna del grupo que generan. El resultado
siguiente es Util en este sentido.

Proposicion 10.33. Sean g y / dos elementos de un grupo abeliano G con 6rdenes respectivos
n'y m tales que mcd(n,m) = 1. Entonces el orden de gh es nm.

Demostracion. Sik = nm, podemos decir que (gh)* = g*h* = 1y, por tanto, el orden de gh tiene
que ser un divisor de k. Supongamos ahora que este orden fuese k' < k. En este caso tendriamos
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que (gh)¥ =g"h¥ =1,y de aqui que g¥ = (h~")¥. Ahora bien, el orden de este elemento |g* |
tiene que dividir al orden de g, |g| =n y el orden de &, || = m. Como mcd(n,m) = 1, el orden
de g¥ y de (h~")¥ tiene que ser 1. Por otra parte, 1 = (hh~")¥ = 1 (h~")¥ = WX, de donde
se deduce que k' tiene que ser un miiltiplo de n, de m y del minimo comiin mdltiplo. Como

mcd(n,m) = 1, tiene que ser X' = mem(n,m) = nm. O
Ejercicio 10.34. Demostrar la proposicién 10.30 usando la proposicién anterior.

Para caracterizar los 6érdenes de los elementos de un grupo abeliano finito, es titil considerar
el orden maximo de sus elementos, llamado exponente del grupo.

Proposicion 10.35. El orden de cualquier elemento de un grupo finito abeliano divide al ex-
ponente del grupo.

Demostracion. Sea n el exponente de un grupo abeliano G y sea g € G tal que |g| = n. Su-
pongamos que existiese un elemento g’ € G de orden |g'| = n’ tal que n' no dividiese a n. Si
d = mcd(n,n'), entonces |g?| = n/d es relativamente primo con n', med(n/d,n') = 1, y, por
tanto, la proposicién anterior nos dice que |g'g?| = n'n/d. Pero como hemos supuesto que 7' no
divide a n, ' > d y el orden de |g'g?| > n en contradiccién con el hecho que 7 es el exponente
del grupo. U

En particular, si el orden de un grupo abeliano es su exponente, entonces el grupo es ciclico.
Si el grupo estd generado por mds de un elemento, G = (g;,82,...,8,), y los 6rdenes de sus
generadores son primos entre si, entonces el orden de g1, --- g, es producto de los érdenes
de todos los generadores, que es justamente el orden de G y por tanto en este caso el grupo es
también ciclico. Como consecuencia, si un grupo finito abeliano no es ciclico, debe tener como
minimo dos generadores con 6rdenes no primos entre si.

A continuacién describiremos la estructura general de los grupos abelianos. Las demostra-
ciones de los resultados que siguen no se incluirdn en este texto a causa de su nivel de dificultad.
El lector interesado las puede encontrar, por ejemplo, en [3].

El primer paso para determinar la estructura de un grupo abeliano es un resultado similar
al de la proposicién 10.30. Para cada primo p, llamamos G(p) al conjunto de todos elementos
de G que tienen orden una potencia de p.

Ejercicio 10.36. Demostrar que si G(p) # 0, entonces G(p) es un subgrupo de G. Demostrar
que si p divide a n, entonces G(p) tiene orden una potencia de p.

Recordemos que el orden de cualquier elemento divide al orden del grupo. El siguiente
teorema asegura que la afirmacion reciproca también es cierta para divisores primos de |G| y
constituye la clave para la clasificacién de los grupos abelianos.
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Teorema 10.37 (Cauchy). Si p es un primo que divide a |G|, entonces hay algiin elemento
g € G que tiene orden p.

Este teorema asegura que G(p) # 0 si y s6lo si p divide a n. Como, para dos primos
diferentes p,q, G(p) N G(q) = 0, se obtiene en particular:

ny 2

Proposicion 10.38. Si G es un grupo abeliano de orden n = pi' p5*--- pi*, entonces

G ~G(p1) x -+ x G(ps)

Segtn la proposicién anterior, sélo es preciso determinar la estructura de cada uno de los
grupos abelianos G(p) de orden una potencia de p. Si cada uno de ellos es ciclico, de acuerdo
con los comentarios anteriores, G también es ciclico. Si G(p) no es ciclico, se puede expresar
también como producto de grupos ciclicos.

Proposicién 10.39. Si G es un grupo abeliano de orden p*, p primo, entonces
G Lipn X =+ X Lopt
para algunos ry,...,r; talesque k =r; + -+ r;.

Segtn la proposicién anterior, cada descomposiciéon de k en suma de enteros r| + -+ r;
proporciona un grupo abeliano de orden p* y todos se pueden obtener asi. Por ejemplo, los
Unicos grupos abelianos de orden n = 33 son Zy7, Zo X Zx y Z3 X Z3 X Z3, que son diferentes
entre sfi.

Las proposiciones 10.38 y 10.39 proporcionan una caracterizaciéon completa de la estruc-
tura general de cualquier grupo abeliano finito.

n ., n2

Teorema 10.40. Si G es un grupo abeliano finito de orden n = p\' p5*--- p{*, entonces
G Zy XX Ly,
donde cada n; es una potencia de alguno de los primos de la descomposicion de ny ny - --n, = n.

Ejercicio 10.41. Encontrar todos los grupos abelianos de orden n = 24.

10.3 Grupos de permutaciones

Como ya se ha mencionado en el capitulo anterior, el conjunto de aplicaciones biyectivas de un
conjunto en él mismo forma un grupo con la composicién de aplicaciones. El elemento neutro
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del grupo es la aplicacion identidad, y la aplicacién inversa de una aplicacion f estd definida
como ! (y) =x & f(x) =y.

Cuando X es un conjunto finito, estas aplicaciones se llaman permutaciones. Cualquier
conjunto de permutaciones que forme grupo, se llama grupo de permutaciones y el conjunto
de todas las permutaciones de n elementos es lo que se llama grupo simétrico de n simbolos
que se denota por S, y tiene n! elementos.

Los grupos de permutaciones constituyeron uno de los estimulos principales para el estudio
de los grupos finitos. De hecho, todo grupo finito se puede interpretar como un grupo de
permutaciones. Este resultado, conocido como el teorema de Cayley, asi como un estudio
detallado de esta clase de grupos se verd mds adelante en esta seccion. Antes, sin embargo,
discutiremos un ejemplo importante de grupos de permutaciones: los grupos de simetrias.

Grupos de simetrias

La estructura de grupo aparece de forma natural en el estudio de simetrias. En términos ge-
nerales, una simetria sobre un conjunto es una biyeccién entre sus elementos que respeta su
estructura. Las simetrias, por tanto, se pueden componer y el conjunto de todas ellas tiene
estructura de grupo con la composicién. En esta seccion ilustramos este hecho a partir de un
grupo de simetrias particular, el de los movimientos rigidos de un poligono regular que dejan
su forma invariante.

Consideremos un tridngulo equildtero de vértices ABC. Una rotacién de mt/3 radianes con
centro el baricentro del tridngulo lleva el vértice A al B, el B al C, el C al A y deja el tridngulo
invariante. Este es entonces un movimento rigido del tridngulo que deja su forma invariante
(véase la figura 10.1).

Llamamos g a este movimento. Si lo aplicamos dos veces (es decir, g%), tenemos otro
movimiento que también deja el tridngulo invariante. Si lo aplicamos tres veces tenemos los
vértices del tridngulo en la posicion inicial.

Los dos movimientos, g y g%, no dejan ningtin vértice fijo y son los tinicos con esta propie-
dad. El tridngulo admite, sin embargo, otros movimientos que lo dejan también invariante. El
movimiento de rotacién de 7 radianes sobre el eje dado por cada una de las alturas deja también
el tridngulo invariante. Los hay tres de estos movimientos, uno para cada una de las alturas.
Llamamos a a la rotacién que deja fijo el vértice A y, de manera similar, b y ¢ a las que dejan
fijos los vértices B y C respectivamente (véase la figura 10.1). Cada uno de estos movimientos
queda identificado por su accién sobre los vértices A, B y C del tridngulo, de manera que se
puede ver el grupo de simetrias como un grupo de permutaciones de tres elementos. Los cin-
co movimientos que hemos visto y la identidad constituyen, por tanto, todas las simetrias del
tridngulo, ya que sélo hay seis permutaciones de tres elementos. En 10.4 esté la tabla del grupo
que forman. De la tabla se desprende que el grupo de simetrias de un tridngulo es no abeliano.
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C A B C

Figura 10.1: Simetrias del tridngulo

Este es el grupo no abeliano mds pequefio y forma parte de la familia de los llamados grupos
diédricos, que se denotan por D, y de los que hay uno para cada entero positivo n. La carac-
teristica de todos estos grupos no abelianos es que tienen tamafio 2n y contienen un subgrupo
ciclico de tamafio n que, ademads, es un subgrupo normal. En la tabla 10.4 se puede comprobar
esta afirmacién para n = 3. Para cada n, el grupo de simetrias de un poligono regular de n vér-
tices es precisamente el grupo diédrico D,,. Todas las simetrias se obtienen por una rotacién
de 2mt/n radianes que, aplicada reiteradamente, proporciona las n simetrias que son giros y que
dan lugar al subgrupo ciclico de D,,. Los otros movimientos son rotaciones de 7 radianes en
torno a un eje que pasa por un vértice y por el centro del poligono. En la figura 10.2 se ilustra

Tabla 10.4: Tabla de composicién de las simetrias del tridngulo

e g g a b ¢
ele g g a b c
gl g g e ¢ a b

gl e g b ¢ a
ala b ¢ e g g
b|b ¢ a g€ e g
clc a b g g e
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la situacion para el caso del pentdgono.

C A D B E
B@D EQB E@C A@C D@A
A E D C B A E D C B

C B A E
D.B C.A B.E A.D
E A D E C D B C
Figura 10.2: Simetrias del pentdgono regular

El conjunto de automorfismos de un grafo (véase el problema 5.12) proporciona otro ejem-
plo importante de grupo de simetrias. En este caso, una simetria de un grafo es una biyeccion
entre sus vértices que conserva las adyacencias. Por ejemplo, el grupo de automorfismos de un
grafo completo de n vértices es el grupo simétrico de n simbolos, ya que cada biyeccién entre
los vértices es un automorfismo del grafo.

Ejercicio 10.42. Demostrar que el grupo de automorfismos de un ciclo de orden # es el grupo
diédrico D,,.

Notacion ciclica de las permutaciones

Volvamos ahora al estudio general de los grupos de permutaciones. Para estudiarlos, el nombre
que se da a los elementos del conjunto X donde se aplican resulta irrelevante, de manera que
consideraremos X = {1,2,... ,n}.

Para hacer mas manejable el estudio de las permutaciones, conviene desarrollar una cierta
notacién. En primer lugar, si 6,7 son dos permutaciones de n elementos, su producto 67T
representa la composicion leida de derecha a izquierda, es decir, aplicando T en primer lugar
y © después (los algebristas suelen preferir la lectura inversa). Denotaremos la permutacién
identidad con la letra 1.

Para representar una permutacién de n elementos, Lagrange usaba una notacién matricial
en la que colocaba los elementos de 1 a n en la primera fila y la lista de sus imdgenes en la

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



10 Grupos 233

segunda:

Esta es la notacién tabular. Observar que la segunda fila es siempre una permutacion de la
primera, de donde viene la denominacién de permutaciones.

Hay otra notacién que a menudo es titil, la notacion ciclica introducida por Cauchy. Partien-
do de un elemento xy € X, consideremos la imagen de xo, 6(xo), la imagen de éste, 6(c(xp)) =
62(xg), y asf sucesivamente hasta que vuelve a aparecer xo = 6/°(xg). Si jo = n, escribimos

o = (XO,G(XO),Gz(xo)a v 7Gn_] (X()))

mientras que, si jo < n, tomamos cualquier elemento que atin no haya aparecido, x;, y con-
sideramos las imagenes o(x1),67(x),... hasta que vuelve a aparecer x;. Iterando este pro-
cedimiento hasta que han aparecido todos los elementos, obtenemos una representacion de la
permutacién como

6 = (x0,06(x0),- - ,Gjo_l(xo))(xl,c(xl),... ,Gj‘_l(xl))--- (xk, 0 (xk),5 - - - ,Gj"_l(xk))

Por ejemplo, la permutacién de 6 elementos

(¢
1 1
2 2
3 3
4 4
5 5
6 6

se escribe en notacidén tabular y en la notacién ciclica como

1 23456
o=l 4 1 523 ¢ 14200

Cada uno de los paréntesis en la dltima notacién se llama ciclo de la permutacién y la longitud
de cada ciclo es el niimero de elementos que tiene. En el ejemplo, la permutacién G se escribe
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como un ciclo de longitud 3, uno de longitud 2 y uno de longitud 1. Para simplificar la notacién,
a veces se dejan de lado los ciclos de longitud 1. Dos ciclos son disyuntos si no tienen ningtin
elemento en comun. Una manera de expresar lo que hemos obtenido es la siguiente:

Proposicion 10.43. Cada permutacién ¢ € S, se puede expresar de manera tnica como pro-
ducto de ciclos disyuntos.

Ejercicio 10.44. Escribir en notacién ciclica la permutacién 67, donde
0_123456 1_123456
415236 Yo' 3261 45

Ejercicio 10.45. Escribir en notacién tabular la permutacién 67, donde 6 = (154)(236) y Tt =
(136)(25)(3).

La estructura ciclica de una permutacion define en cierta manera su estructura algebraica.

Lema 10.46. El orden de una permutacién ¢ € S, es el minimo comin mudltiplo de las longi-
tudes de los ciclos de su descomposicién ciclica.

Demostracion. Consideremos primero el caso en que ¢ se escribe como un dnico ciclo de
longitud k, 6 = (xjx; -+ -xx) (sin contar los ciclos de longitud 1). Entonces, o' envia x; a X14is
X2 a Xa4; y, en general, x,, al simbolo con subindice m +i (mod k). En particular, ¢’ es la
permutacién identidad si y sélo si i es un multiplo de n. Si G se escribe como el producto de
ciclos disyuntos cjcz - -+ ¢,, de longitudes I, l,... ,l,, entonces ¢ = ¢ ch -+ c', y este producto
es la identidad si y sélo si cada cj- es la identidad, de manera que i tiene que ser multiplo de
cada una de las longitudes. Reciprocamente, si i es multiplo de todas las longitudes /;, entonces
o' =1 O

Asi, por ejemplo, el orden de la permutacion (14)(25)(36) es 2, y el de la permutacién
(135)(24) es 6.
Teorema de Cayley

Hay muchos subconjuntos de permutaciones que forman grupo respecto de la composicion,
es decir, que son subgrupos del grupo simétrico. Por ejemplo, el subgrupo generado por una
permutacién que consta de un Unico ciclo,

cn=(12---n)

es un grupo ciclico de orden n, es decir, (c,) ~ Z,.
El teorema de Cayley proporciona un resultado que justifica el interés de los grupos de
permutaciones para el estudio de los grupos finitos.
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Teorema 10.47 (Cayley). Cualquier grupo G de n elementos es isomorfo a un grupo de per-
mutaciones de n simbolos.

Demostracion. Como hemos hecho en el ejemplo anterior, identificamos cada elemento g € G
con la permutacion 6, de n simbolos definida por 6, (x) = gx. Esta identificacion proporcio-
na una biyeccién f entre los elementos de G y n permutaciones de S,. Para ver que es un
morfismo, es preciso comprobar que f(gh) = f(g)f(h). Pero f(gh) es la permutacién dada
por f(gh)(x) = ghx 'y f(g)f(h)(x) = f(g)(hx) = ghx, de manera que f es efectivamente un
isomorfismo. ]

Tabla 10.5: La tabla de D5

e g g a b ¢
ele g g a b c
glg & e ¢ a b

gl e g b ¢ a
ala b ¢ e g g
b|b ¢ a g e g
clec a b g g e

Para ilustrar este resultado utilizaremos el grupo diédrico de 6 elementos. Podemos identi-
ficar cada elemento del grupo con una permutacién de seis elementos, de la manera siguiente,

e — (1)(2)(3)(4)(5)(6)
g — (123)(465)
g — (132)(456)
a — (14)(25)(36)
b — (15)(26)(34)
c — (16)(24)(35)

donde hemos cambiado e, g, g%,a,b,c por 1,2,3,4,5,6. Es ficil comprobar que esta identifica-
cién es en realidad un isomorfismo, es decir, que resulta lo mismo operar con los elementos
del grupo diédrico que componer las correspondientes permutaciones. Esto es lo que dice el
teorema de Cayley, que proporciona un contexto general para todos los grupos finitos.

Transposiciones. El grupo alternado.

Una permutacién que se escribe como un Unico ciclo de longitud 2 se llama transposicion.
Escribiremos 7;; = (ij). El conjunto de transposiciones es interesante por el hecho que cual-
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quier permutacién se puede expresar como producto de transposiciones (no necesariamente
disyuntas). Podemos expresar este resultado de la forma siguiente:

Proposicion 10.48. El conjunto de todas las transposiciones de n simbolos genera todo S,,.

Demostracion. Un ciclo (x1x;...x;) se puede expresar en términos de las transposiciones se-
gln el esquema siguiente:

X1 ><x2 X2 T X2 X2
X2 X1 ><X3 e X3 X3
X3 X3 X1 e X4 X4
Xk—1 Xk—1 Xk—1 T X1 ><Xk
Xk Xk Xk T Xk X1

0 sea, que
(122 ... xx) = (epxg) (g 2xk—1) -+ - (x1x3) (x1x2)

Ahora, cualquier permutacion se puede expresar como producto de ciclos disyuntos, y cada
uno de ellos se puede expresar como producto de transposiciones. U

Ejercicio 10.49. Escribir la permutacién (125)(346) como producto de transposiciones.

Ejercicio 10.50. Dar una cota superior del nimero de transposiciones que aparecen en la ex-
presién de una permutacion de S, como producto de transposiciones.

En realidad no son precisas todas las transposiciones para generar todo el grupo simétrico.

Proposicion 10.51. Las n transposiciones de la forma (1i), i = 2,3,... ,n generan el grupo
simétrico.

Demostracion. Observemos simplemente que cualquier transposicion (ij) se puede escribir
como (17)(1)(1i). O

Ejercicio 10.52. Demostrar que se puede generar todo el grupo S, a partir de

1. las transposiciones (12),(23),...,((n—1)n);
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2. la transposicién (12) y el ciclo (23...n).

Segtin la proposicién y el ejercicio anteriores, estd claro que una permutacién admite en
general diversas expresiones diferentes como producto de transposiciones. Sin embargo, todas
estas expresiones tienen una cosa en comun.

Proposicién 10.53. Si 6 =117+ Tx = T|T5 - T}, son dos expresiones de la permutacion ¢
como producto de transposiciones, entonces k y k' tienen la misma paridad.

Demostracion. Sea ® una permutacién cualquiera y ¢ el nimero de ciclos en su expresion
ciclica (que es dnica). Sea T = (ij) una transposicién. Si i, pertenecen al mismo ciclo
(ix -+ - Xk—1JXk+1 - - Xm) de la expresion ciclica de T, entonces

(i) (ixg -+ - X1 Xk 1 === Xm) = (ix2 -+ - X 1) (JXk1 -+ Xom)

(véase la figura 10.3), mientras que el resto de ciclos quedan inalterados por la accién de 7. Si,
en cambio, i, j pertenecen a ciclos diferentes, (ixy - x,;) ¥ (jy2 -« ym' ), entonces (i) (ixz -« - Xpm)
(jy2---ym) = (ix2+ - Xmjy2---ynr) y el resto de ciclos quedan inalterados por la accién de 7.
En el primer caso, el nimero de ciclos de Tt es c+ 1y en el segundo es ¢ — 1.

I ] I
2. @ Xm X2 Xm
\0\ 3
AN AN
AN AN
\ \
/ /
\ \
/ / s
\ L /\ T = /\
! / ! /
\ / \ /
Xj , Xk ,
k—1 / k1 /
o
J J J
Xk+1 Xk+1

Figura 10.3: Composicién de un ciclo y una transposicién

Supongamos entonces que el ndmero de ciclos en la expresion ciclica de 6 = 71Ty - - T €s
c. El niimero de ciclos de T es (n — 1) (contamos también los ciclos de longitud 1). Aplicando
iteradamente el resultado anterior, cada vez que se aplica una transposicion el nimero de ciclos
del producto aumenta o disminuye en una unidad, y el resultado final tiene que ser ¢, de manera
que ¢ = (n— 1) —a+ b, siendo a el nimero de veces que disminuye y b el nimero de veces
que aumenta, con a+b = k. Asi pues, ¢ = (n— 1) + k — 2a. Haciendo lo mismo con la
segunda descomposicién obtendremos ¢ = (n — 1) + k' — 24’ para un cierto a’. Restando las
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dos igualdades, se ve que k — k' = 2(a — d'). Por tanto, o bien k y k' son ambos pares, o bien
son ambos impares. U

Las permutaciones que se escriben como producto par de transposiciones se llaman permu-
taciones pares y las que no, se llaman impares. La signatura de una permutacion es sgn(c) = 1
si G es par y sgn(c) = —1 si es impar.

Ejercicio 10.54. Estudiar la paridad de un ciclo de orden %.

Ejercicio 10.55. Considerar el polinomio de n variables

P(x1,x2,...,%,) = H(x,- —X;j)

i<j
Demostrar que
P(x1,X2,...,X,) = (—l)sg”(G)P(xG(l),xG(z),... s Xo(n))

Si 1 es una transposicion cualquiera, la aplicacioén f : S, — S, definida como f;(G) =10
es una biyeccioén que envia las permutaciones pares a las impares y viceversa, de manera que
S, contiene n!/2 permutaciones pares y un nimero igual de impares. Otra particularidad de
esta clasificacién de las permutaciones de S, es la siguiente.

Proposicion 10.56. El conjunto de permutaciones pares es un subgrupo de S,,.

Demostracion. S6lo es preciso ver que el conjunto de permutaciones pares es cerrado por
la composicion. Esto es evidente, ya que si 6 = T/To-- Tt ¥y 6’ = T|T5--- T}, entonces su
producto se puede escribir como producto de transposiciones 66’ =TTy T4T Ty - T}, de
longitud (k+ k'), que es par si k y k' son pares. O

El subgrupo de permutaciones pares se llama subgrupo alternado, se denota por Alt(n)
y tiene n!/2 elementos. Como la relacién de equivalencia inducida en S, por este subgrupo
s6lo tiene dos clases, A, es obviamente un subgrupo normal de S,. Este subgrupo tiene una
importancia singular por la conexién que establecieron Galois y Abel entre la posibilidad de
resolver una ecuacién de grado n apx" + ap_1 X" ' +---+a,_1x+a, = 0 con una cantidad
finita de operaciones elementales, con la existencia de subgrupos normales de A,. Se puede
demostrar que A, no tiene subgrupos normales para n > 5, cosa que proporciona el argumento
para asegurar que las ecuaciones de grado mayor que cuatro no se pueden resolver, en general,
por radicales.
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Grupos de matrices

Una manera de representar una permutacion ¢ de n elementos consiste en considerar una matriz
cuadrada Ps = (p;j) de orden n en la que

1 sio(i)=7
p,,:{ ()=

0 de otro modo

Asi, por ejemplo, a la permutacion ¢ = (142)(35)(6) le corresponde la matriz

S O O O = O
S o= O O O
O = O O O O
S O O o o ==
S O O = O O
- o O O O O

Observemos que en cada fila y en cada columna hay exactamente un 1 y el resto de elemen-
tos son ceros. Este tipo de matrices se llaman justamente matrices de permutaciones. Observar
que el determinante de cualquiera de estas matrices es 1. Diremos P, al conjunto de las
matrices de permutaciones de orden n.

El interés de esta representacién proviene del hecho que la composicion de permutaciones
se traduce justamente en el producto de matrices.

Lema 10.57. Sean 6,7 dos permutaciones de S, y Py, P; sus representaciones matriciales. En-
tonces:

1. Pis = PsPx, es decir, la composicién de permutaciones se traduce en producto de matri-
ces.

2. Pg 1 es lamatriz transpuesta Py’ .

Demostracion. Sean Ps = (pij) y O« = (gij). Entonces, su producto es R = PsQ; = (r;j) donde
¥ij = Yp=1 Pikqkj- El término r;; vale 1 siy sdlo si existe algtn valor de k tal que pj = g; = 1
y en cualquier otro caso r;; = 0. Como para cada fila (i) y para cada columna () existe un'y
s6lo un valor de k tal que pix = 1y qxj = 1, R = (r;;) es una matriz de permutaciones. Ademds,
si T es la permutacion asociada a R, (i) = j < r;j = 1 < pit = qx; = 1 para un tnico k y
16(i) = 1(k) = j, de manera que T = 10.

Por otra parte, (pj;) = Pg-1, ya que 6(i) = j si y s6lo si i = 67'(jj). Por tanto, Py-1 es la
matriz transpuesta de Py. U
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Como consecuencia directa del lema anterior, el conjunto P, de todas las matrices de per-
mutaciones de orden n tiene estructura de grupo con el producto de matrices, y este grupo es
isomorfo a S,,.

Se pueden definir grupos de matrices mas generales que los grupos de matrices de permu-
taciones. Por ejemplo, el conjunto de matrices cuadradas invertibles con coeficientes en QQ, R
o C tienen estructura de grupo con el producto. Estos son ejemplos de grupos infinitos que, en
general, no son abelianos.

El producto de matrices se puede definir también cuando los términos son los elementos
de Z, y las operaciones de suma y producto se hacen mdédulo n. Cualquier subconjunto de
matrices invertibles donde la operacién producto sea cerrada proporciona un nuevo ejemplo
de grupo de matrices que, en este caso, es finito (y, en general, no abeliano). Los grupos de
matrices proporcionan entonces una fuente importante de ejemplos de grupos finitos.

Por ejemplo, el conjunto de todas las matrices cuadradas 2 x 2 invertibles con términos de
Z» forma un grupo de 6 elementos:

1 0 0 1 0 1 10 11 11
0 1)’ 1 0 )’ 1 1)’ 1 1) 1 0 )’ 0 1
Ejercicio 10.58. Demostrar que el grupo anterior es isomorfo al grupo diédrico de 6 elemen-

tos.

Ejercicio 10.59. Considerar el grupo de las matrices invertibles de la forma

(1)

que tienen sus términos en Zs. {Es isomorfo al grupo del ejercicio anterior?

10.4 Digrafos de Cayley

Una buena manera de estudiar los grupos finitos consiste en describirlos a través de lo que se
llaman presentaciones. Recordemos que, dado un grupo G, se dice que S C G es un conjunto
de generadores de G si cada elemento de G se puede expresar como producto de elementos de
S, y se escribe

G = (s)

Por ejemplo, si G es un grupo ciclico, hay un elemento g € G tal que cualquier elemento x € G
se expresa como x = gk para una cierta potencia k de g, es decir, G = ({g}). El grupo diédrico
de seis elementos introducido en la seccion anterior no es ciclico. Esto quiere decir que se
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precisa mds de un elemento para conseguir un conjunto de generadores. Se puede comprobar
facilmente que el subconjunto S = {g,a} es un conjunto de generadores de De.

Ejercicio 10.60. Expresar todos los elementos de Dg como productos de elementos de S =
{g,a}. ¢Son generadores los subconjuntos S’ = {g,b} y §" = {a,b}? (Cudntos subconjuntos
de dos generadores tiene el grupo?

Una lista de generadores de un grupo no es suficiente para determinar (salvo isomorfismos)
de qué grupo se trata. Por ello es preciso indicar cuando dos expresiones diferentes correspon-
den al mismo elemento del grupo. Por ejemplo, en el caso del grupo ciclico de n elementos
tenemos g = g"t! 0 g2 = g?"*2. En el caso del grupo diédrico generado por {g,a}, tenemos
g = ag”a. Todas estas igualdades se pueden expresar poniendo la identidad a un lado de la
igualdad. Por ejemplo, las dos igualdades anteriores para el caso del grupo ciclico se expre-
sarfan como g" = e y g2 = e, mientras que la identidad anterior del grupo diédrico se podria
expresar como gaga = e. En este contexto, cada una de estas expresiones igualadas al elemento
neutro se llama una relacion.

El objetivo de presentar un grupo a través de generadores y relaciones consiste en encontrar
un conjunto minimo de relaciones a partir de las cuales se puedan obtener todos los elementos
del grupo. Un conjunto de relaciones con esta propiedad se llama conjunto de relaciones de-
finidor del grupo. Por ejemplo, en el caso del grupo ciclico de orden #n, basta con la relacién
g" = e para deducir todas las demas. El par formado por un conjunto S de generadores y un
conjunto R de relaciones definidoras se llama una presentacion del grupo, y se denota por

G = (SIR)
En el caso del grupo ciclico, entonces, tenemos la presentacion

G=(glg" =e)

y esta expresion determina el grupo. Como norma general, cuando se escribe g" = e en una
presentacion se sobreentiende que n es la potencia més pequeiia de g que da e. De la misma
manera, cuando hay varios generadores, se sobreentiende que ninguna subexpresién de una
relacion da el elemento neutro. Habitualmente, las relaciones se escriben simplemente como
g" enlugar de g" =e.

Encontrar una presentacién no es ficil en general, especialmente en lo que respecta a en-
contrar un conjunto reducido de relaciones definidoras. En general, una de las relaciones que se
incluye es la que da el orden de los elementos. Una presentacion de Dg con los generadores g,a
incluirfa entonces las relaciones g°> = e y a®> = e. Pero éstas no son definidoras del grupo. Por
ejemplo, no se puede deducir que gaga = e. Con ésta se obtiene ya un conjunto de relaciones
definidoras del grupo:

D6 = (g,a|g3,a2,gaga)
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Determinar cudl es la tabla del grupo a partir de una presentacion, o si un conjunto de rela-
ciones es definidor de un grupo del cual tenemos la tabla, puede ser una tarea penosa, pero una
presentacion suele ser una manera econémica y precisa de identificar un grupo. Los digrafos
de Cayley proporcionan una visualizacién de un grupo expresado en términos de generadores
que resulta muy util.

Dado un grupo G y un conjunto de generadores S, el digrafo de Cayley de G respecto de S es
el digrafo Cay(G,S) que tiene por conjunto de vértices los elementos del grupo y por conjunto
de arcos {(x,xs),x € G,s € S}. Si S = S~! e identificamos cada arco del digrafo con una arista,
obtenemos el grafo de Cayley de G respecto de S. En las figuras 10.4 y 10.5 hay dibujados los
digrafos de Cayley Cay(Z¢,{2,3}) y Cay(Ds,{g,a}) y los grafos de Cayley Cay(Zs,{1,—1})

y Cay(83{(12),(13)}.

Cay(Ze,{2,3}) Cay(Ds, {g;a})
-3 -—--a

— 2 — 8

Figura 10.4: Ejemplos de digrafos de Cayley

El digrafo de Cayley del grupo ciclico de n elementos (con un dnico generador) es un
ciclo de n vértices. Cada ciclo de un digrafo de Cayley corresponde a una relacién, y un
conjunto de relaciones es definidora del grupo si y s6lo si todos los ciclos del digrafo se pueden
descomponer en ciclos correspondientes a las relaciones definidoras.

Ejercicio 10.61. El grupo de los cuaternones es un grupo de ocho elementos que se define a
través de la presentacion siguiente:

Qg = (a,bla*,b*,abab™" ,a*b*)
Dibujar el digrafo de Cayley Cay(Qs,{a,b}).

El interés de los digrafos de Cayley estd en la interrelacion entre propiedades combinatorias
del digrafo y propiedades algebraicas del grupo. No es dificil ver las siguientes interrelaciones.
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Cay(Zs,{1,—1}) Cay(83,{(12),(23)})
(12)
-~ (23)

Figura 10.5: Ejemplos de grafos de Cayley

Proposicion 10.62. Sea G un grupo y S un conjunto de generadores de G. Entonces Cay(G, S)
es un digrafo regular de grado |S| fuertemente conexo.

Una caracteristica especial de los digrafos de Cayley es la siguiente (véase el problema
5.13).

Proposicion 10.63. Los digrafos de Cayley son vértice-simétricos.

Demostracion. Dado un digrafo de Cayley, Cay(G,S), y dos vértices g,h € G del digrafo, la
aplicacion f, : G — G definida como fo(x) = (hg™')x satisface:

1. es una biyeccién, ya que (hg~!)x = (hg~')y implica x = y;
2. fgh(g) =h;

3. es un automorfismo del digrafo, ya que (x,xs) es un arco siy sélo si ((hg~")x, (hg™")xs)
lo es.

Por tanto, para cada par de vértices hay un automorfismo del digrafo que envia uno al otro. [

Desde el punto de vista de la teorfa de grafos, los digrafos de Cayley suministran ejemplos
numerosos y variados de digrafos vértice-simétricos. No todos los digrafos vértice-simétricos
son, sin embargo, digrafos de Cayley. El ejemplo mds pequefio en nimero de vértices de
digrafo vértice-simétrico que no es de Cayley es el digrafo de Petersen, obtenido a partir del
grafo del mismo nombre reemplazando cada arista por un arco. En cambio, el ciclo de n
vértices es el digrafo de Cayley de un grupo ciclico de orden n respecto de un generador, y
el digrafo completo de n vértices es el digrafo de Cayley de cualquier grupo G de orden n
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respecto del conjunto de generadores S = G\ {e}. Los llamados digrafos de doble enlace,
donde cada nodo i € {0,1,...,n— 1} es adyacente a i+ a (mod n) y a i£b (mod n) con
a,b € {0,1,...,n— 1}, y que son utilizados en el disefio de redes de interconexion, son los
grafos de Cayley Cay(Zy,{a,b,—a,—b}).

10.5 Enumeracion de Polya

La teorfa de enumeracion de Pélya tiene origen en el intento de enumerar diferentes compuestos
quimicos organicos. La diferencia entre compuestos se establece por la naturaleza y posicién
de los atomos en la estructura de una molécula, pero no entre aquellos que sélo difieren por
ciertas simetrias. Por ejemplo, los dos primeros compuestos de la figura 10.6 son el mismo,
mientras que el primero y el dltimo no son quimicamente iguales.

H Cl

Cl H

Figura 10.6: Simetria de compuestos quimicos

El resultado que permite resolver este tipo de problemas de enumeracién se conoce como
el teorema de Pdlya. Su objetivo es enumerar clases diferentes de configuraciones construidas
sobre un objeto que tiene una cierta simetria. Para la exposicién de la teoria de Pdlya, substi-
tuiremos atomos por etiquetas o colores, que se asignan a diferentes elementos de un conjunto.
Este conjunto gozara de ciertas simetrias que hardn que diferentes maneras de colorear los vér-
tices resulten equivalentes. El objetivo serd contar cudntas clases de maneras equivalentes de
hacer la coloracién hay.

Supongamos, por ejemplo, que queremos asignar uno de los dos colores {e,0} alos vértices
del grafo de la figura 10.7. De las PR%r = 16 posibles maneras de hacer esta asignacion, no
consideraremos, sin embargo, diferentes aquellas que no se pueden distinguir sin enumerar
explicitamente los vértices, es decir, las configuraciones encuadradas en la figura 10.8.

Con este criterio de diferenciacién se obtienen, pues, 9 maneras diferentes en lugar de las
16 originales.
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Figura 10.7:

La situacion es, en general, la siguiente. Tenemos un conjunto X = {1,2,... ,n} y un grupo
de permutaciones G de los elementos de X. En el ejemplo, X es el conjunto de vértices del
grafo, y G es el grupo de automorfismos del grafo (si numeramos los vértices de 1 a 4 en sentido
horario, G = {t,(13),(24),(13)(24)}). Finalmente tenemos un conjunto C = {cy,...,cx} de
etiquetas o colores (en el ejemplo C = {e,0}). Cada aplicacioén

f: X—C

proporciona una manera de asignar colores a los elementos de X. Diremos que es una colo-
racién de los elementos de X. Llamamos C* al conjunto de estas coloraciones, que tiene k"
elementos. Lo que decide el criterio de diferenciacion de dos coloraciones es la accién del
grupo G. Diremos que dos coloraciones f, f' € CX son G-equivalentes si existe alguna permu-
tacion ¢ € G de manera que ' = fo. En el ejemplo anterior, las coloraciones de la figura 10.9
son equivalentes, ya que, numerando los vértices en sentido horario y tomando la permutacién
6 = (24) € G, tenemos que ' = fo.

De forma similar, diremos que dos coloraciones son G-diferentes si no son G-equivalentes.
El teorema de Pdlya proporciona una manera de obtener este nimero de configuraciones dife-
rentes en términos del tamafio n de X, del niimero & de colores y de la estructura del grupo G de
permutaciones. El resultado se basa en la enumeracion de lo que se llaman érbitas de un grupo
de permutaciones. La drbita de un elemento x € X, que denotaremos por Oy, es el conjunto de
elementos y € X para los cuales hay alguna permutacién en G que envia x a y, es decir:

0,=G(x)={g(x),g € G} CX

En el grupo de automorfismos G = {1,(13),(24),(13)(24)} del grafo del ejemplo anterior,
la 6rbita del 1 es {1,3} y la del 2 es {2,4}. En general, el nimero de érbitas de un grupo
de permutaciones estd relacionado con el nimero de puntos que deja fijos cada una de las
permutaciones: como mds puntos fijos dejen los elementos de G, més Orbitas tiene el grupo.
Para hacer precisa esta afirmacién necesitamos otra definicion. Dado un elemento x € X, el
estabilizador de x en G es el conjunto G, de permutaciones que dejan x fijo,

Gi={g€eGlglx)=x}CG
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A
A A

A A
A |

Figura 10.8: Coloraciones equivalentes

Ejercicio 10.64. Demostrar que G, es un subgrupo de G. Demostrar que todas las permuta-
ciones de una clase lateral 2G, envian x al mismo elemento y = h(x) (si hy,h, € hG,, entonces

hy(x) = ha(x) = ).

Finalmente, para cada g € G, diremos fix(g) = {x € X | g(x) = x} C X al conjunto de
puntos de X que quedan fijos por g.

Lema 10.65 (Lema de Burnside). El nimero de 6rbitas de un grupo de permutaciones G que
actda sobre el conjunto X es

1
@ zéfix(g)
g€

Demostracion. De acuerdo con lo que dice el ejercicio 10.64, si y estd en la orbita de x, hay
tantas permutaciones que envian x a y como el nimero de elementos de G,. Por tanto, |G| =
|Gx|-|Ox|. Por otra parte, estd claro que 1 =3,,c0 (1/|Ox|), de manera que el nimero de érbitas
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9

f
10— 1
2 & 2 O
VAV

Figura 10.9: Dos coloraciones G-equivalentes

—_
[\

€S

1 1
= — G}C
2101 " ic] & /6

x€G

Consideremos ahora los pares {(g,x) € G x X | g(x) = x}. Hay dos maneras de contar estos
pares: para cada x € X el nimero de pares es Gy, mientras que para cada g € G, el nimero
de pares es fix(g). Por tanto, ¥,c |G| = Y, fix(g), de donde se deduce el enunciado del
lema. .

El lema anterior se puede interpretar diciendo que el nimero de érbitas coincide con el
nimero medio de puntos fijos de cada permutacién de G.

El problema de enumeracién que nos ocupa se puede formular en términos del ndmero de
érbitas de un cierto grupo de permutaciones. Recordemos que dos coloraciones f, f' € CX son
G-equivalentes si hay alguna permutacién ¢ € G tal que f = f'G, y nuestro objetivo es contar
cudntas clases de equivalencia hay.

Podemos interpretar G como un grupo de permutaciones sobre CX si definimos, para cada
f€CX,5(f) = fo. Sidos de estas coloraciones f, f’ son diferentes, entonces f6, f'G también
lo son, de manera que la aplicacién G es inyectiva. Como CX es finito, también es biyectiva, es
decir, G = {G,6 € G} es un grupo de permutaciones de C*. Observemos finalmente que dos
coloraciones son G-equivalentes si y sélo si pertenecen a la misma 6rbita de G.

Ejercicio 10.66. Demostrar que, si C tiene mds de un color, 6 =G siy sélosic =o'

La versién mds simple del teorema de Pdlya es el resultado de aplicar el lema de Burnside
al grupo G. Llamamos ¢(o) al nimero de ciclos en la descomposicién de ©. Por ejemplo, si
o = (12)(3)(456), entonces ¢(c) = 3.
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Teorema 10.67. Sea G un grupo de permutaciones de X = {1,2,... ,n}. El nimero de colora-
ciones G—diferentes de X con los colores de C = {cj,c2,... ,cr} es
1 .
G| = i 3 K
|G| oeG

Demostracion. Como ya hemos mencionado, el niimero de coloraciones G-diferentes coincide
con el niimero de 6rbitas de G. Segiin el lema de Burnside, este nimero de 6rbitas es

1 :
—_— x(O
=3 finto)
Sio=(xyix12...x1j;) - (Xr1%2...Xj,) es la descomposicién de & en ciclos disyuntos, 6(f) =
fo = fsiysolosi f es constante en cada uno de los ciclos de 6. Si ¢(G) = r es el nimero de
fix(c)| = k<), El
teorema se obtiene entonces observando que |G| = |G| (véase el ejercicio 10.66). O

ciclos de &, hay k(%) posibles coloraciones con esta propiedad. Asi pues,

En el ejemplo que hemos tratado antes, G = {1, (12),(34),(12)(34)} tiene una permutacion
de cuatro ciclos (la identidad), dos de tres ciclos y una de dos ciclos. Por tanto, el nimero de
coloraciones diferentes con dos colores del grafo del ejemplo es

1

4(24+23+23+22):9

G|
Observar que en la aplicacién del teorema es preciso considerar también los ciclos de longi-
tud 1. En particular, en el sumatorio aparece siempre el término |C ||X | que corresponde a la
contribucién de la permutacién identidad.

Es preciso notar también que la aplicacién de este resultado exige conocer el ndmero y
longitud de los ciclos en la descomposicién ciclica de cada permutacion de G. Esta informa-
cioén se conoce para algunos de los grupos mas comunes, pero puede ser dificil de obtener en
general. Una manera de condensar esta informacién sobre la estructura de los ciclos de las
permutaciones de G es lo que se llama el indice de ciclos del grupo, que se define de la manera
siguiente. Si una permutacion ¢ € G tiene A ciclos de longitud 1, A, ciclos de longitud 2, ...,
A, ciclos de longitud n, se dice que G es del tipo A = (A1, Ay, ... ,A,). Por ejemplo, la permuta-
cién (12)(3)(456) de un grupo de permutaciones de seis elementos es del tipo (1,1,1,0,0,0).
Si llamamos %(A) al ntimero de permutaciones de G de tipo A, el indice de ciclos de G se define
como
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donde el sumatorio se extiende a todos los A posibles, es decir, a todos aquellos que satisfacen
1-A1+2-Ay+---+n-A, =n. El indice de ciclos del grupo de automorfismos del grafo de
nuestro ejemplo es

Pg(x1,x2,X3,X4) :xzf+2x%xz +x% (10.1)
El teorema 10.67 se puede expresar en términos del indice de ciclos de G como:

Teorema 10.68. El nimero de coloraciones G-diferentes de X con los colores de C = {cy, ...,
ck}es

|G(CY)| = Ps(k,... k)

Asi pues, el conocimiento del polinomio de ciclos de un grupo de permutaciones permite
resolver el problema de enumeracién que nos hemos planteado.

Ejercicio 10.69. Encontrar el polinomio enumerador de ciclos de un grupo ciclico de orden
p donde p es un nimero primo. Calcular cuédntas secuencias de ceros y unos de longitud 7
se pueden formar si consideramos iguales dos secuencias que s6lo difieren en una traslacién
ciclica de los digitos (por ejemplo, las secuencias 1000000 y 0100000 se consideran iguales).

El teorema de enumeraciéon de Pdlya va un poco mads alld de los enunciados de los teore-
mas 10.70 y 10.68, y permite calcular el niimero de configuraciones diferentes en las cuales
aparecen un determinado nimero de colores. Para ello asociamos a cada coloracién f un peso
en términos de los colores de C de la manera siguiente. Si la coloracién f asigna el color ¢; a
a; de los elementos de X, 1 < i<k, el peso de f es

) = ¢

3.1

Por ejemplo, la coloracién de la figura 10.10 tiene peso p(f) = e’o".

/]

Figura 10.10: Una coloracién de peso p(f) = e>o!

(e]
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Teorema 10.70 (Pélya, 1935). El nimero de coloraciones G-diferentes de X con los colores
de C que usan o; veces el color i, 1 < i< n, es el coeficiente de c‘f“ -cgz e c,‘f" en la expresion

Po((e1 4+ ), (e +-+ef) s (e +- 4 )
donde Pg(xy,... ,x,) es el indice de ciclos de G.

Demostracion. El objetivo es ahora contar el niimero de coloraciones G-diferentes con el mis-
mo peso. Daremos una idea de la demostracion sin entrar en los detalles.

Denotamos por o = (01, ... ,04) el peso de de la coloracién f y denotamos por (CX),, las
coloraciones de peso o. La aplicacién &(f) = fo es una permutacién en (C¥), de manera
que el conjunto G de estas permutaciones es un grupo de permutaciones de (CX ). El lema de
Burnside nos dice ahora que el nimero de coloraciones G-diferentes de (CX), es

Y. fix(6)

5ecG

1
G
Las coloraciones fijadas por & son las que toman un valor constante sobre cada ciclo de la
permutacion ¢. Por tanto, el nimero de coloraciones de peso o que quedan fijadas por una

permutacién 6 de tipo A = (A1, A2,...,A,) es el coeficiente de ¢ - ¢3? -+ ¢* en el desarrollo
de

(c14+e )B4+ (cp. 4+ )
de donde se obtiene el resultado. O

Veamos como se aplicaria este teorema en nuestro ejemplo. Recordando el indice de ciclos
de G en la ecuacién 10.1, tenemos

Pg((0+9),(0% + %), (07 + %), (0" + o%))
= %(o+o)4—|—2(o—|—o)2(02—|—02)+(02+02)2
= %(404—{—80304—120202+80.3+4o4)

En la expresion se puede leer el nimero de coloraciones G-diferentes para cada distribucién de
colores. Por ejemplo, el coeficiente de oe> nos dice que hay dos coloraciones G-diferentes que
usan tres veces el color ‘e’ y una vez el color ‘o’.

Notas bibliograficas

La teorfa de grupos es una disciplina que ha alcanzado una extensién enorme, especialmente
en este siglo, y hay por tanto una bibliografia muy extensa. Como ejemplo de monografias
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especializadas en el tema (para las cuales este capitulo podria ser una introduccién), se puede
mencionar el libro de Robinson [3], mientras que el de Wielandt [5] es una referencia cldsica
de los grupos de permutaciones. A un nivel mds accesible y orientado a las aplicaciones, el
libro de Stone [4] es una buena referencia. El texto original en el que Pdlya introduce su
teoria de enumeracién se puede encontrar en una traduccion inglesa [2]. Finalmente, el libro
de Budden [1], de lectura amena e instructiva, hace una revision bastante exhaustiva de todos
los conceptos de la teorfa de grupos y presenta algunas aplicaciones insdlitas.
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[1] F. J. Budden. The Fascination of Groups. Cambridge University Press, 1972.

[2] G. Pélya, R. C. Read. Combinatorial Enumeration of Groups, Graphs and Chemical Com-
pounds. Springer-Verlag, 1987.

[3] D.J. S. Robinson. A Course in The Theory of Groups. Springer-Verlag, 1982.

[4] H. S. Stone. Discrete Mathematical Structures and their Applications. Science Research
Asociates, 1973.

[5] H. Wielandt. Finite Permutation Groups. Academic Press, 1964.

Problemas

1. Demostrar que un subgrupo de indice dos es siempre normal.

2. Demostrar que en un grupo de orden par siempre existe un elemento diferente del neutro
de orden dos.

3. Demostrar que en cualquier grupo G se cumple para todo a,b € G que

(a) |ab| = |bal
(b) |aba~!| = |b|

donde |g| denota el orden de un elemento.

4. Demostrar que si H; y H son subgrupos propios de un grupo finito G, entonces HjH; es
subgrupo de G si y s6lo si H{H, = HyH;. Demostrar también que

|HiHy| = |H:| - |Ha|/|H) N H;|
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5. Demostrar que Z X Z no tiene subgrupos de la forma Z,, X Z,,,.
6. Demostrar que si H; y H, son subgrupos normales de los grupos G y G, respectivamen-
te, entonces H; X H, es subgrupo normal de G; x G, y
(G1 X Gy)/(Hy x Hy) ~ (G1/H)) x (G2/H>)
7. Demostrar que si en un grupo finito G se cumple que para cualquier par de subgrupos F
y H, F C Hobien H C F, entonces G es ciclico y tiene orden potencia de un primo.
8. Demostrar que todo grupo cociente de un grupo ciclico es ciclico.
9. Demostrar que un grupo de orden 2p, donde p es un nimero primo, o bien es ciclico, o
bien es isomorfo al grupo diédrico D).

10. Demostrar que un grupo G es abeliano si y sélo si la aplicacion ¢ : G — G dada por
®(g) = g* es un endomorfismo de G.

11. Determinar el nimero de homomorfismos diferentes entre Z, y Zs. Determinar este
nimero, en general para Z, y Z,, en funcién de n y de m.

12. Demostrar que la signatura de una permutacién coincide con la de su inversa.

13. ;Cuantos ciclos diferentes de longitud » hay en S,,?

14. Demostrar que, en un grupo de permutaciones, o bien la signatura de todas las permu-
taciones es par, o bien la mitad tiene signatura par y la otra mitad impar. ;Cudl es la
signatura de un grupo de permutaciones de orden impar?

15. Observar que la permutacion

1 2 3 456

526134
se puede expresar como producto de ciclos de longitud 3 como (642)(531)(432). De-
mostrar que cualquier permutacién de signatura par se puede expresar como producto de
ciclos de longitud 3 (en general con intersecciones no vacias).

16. Demostrar que el nimero de permutaciones de S, que se expresan en notacion ciclica

como un producto de k; 1-ciclos, k; 2-ciclos, en general k; j-ciclos, j=1,... ,n,es

1 n
1k12k2...nkn kl,---akl’l

siempre que k| 4 2k, + - - - + nk, = n. [Cudntos n-ciclos hay en S,?
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17.

18.

19.

20.

21.

22.

Recordar que los nimeros de Stirling de segundo tipo {Z} cuentan el nimero de sub-
conjuntos de tamafio k de un conjunto de n elementos. Sea ahora s(n,k) el nimero de
maneras de poner n elementos en k-ciclos. Por ejemplo, los elementos de {1,2,3,4} se
pueden poner en 2-ciclos como

(123)(4) (124)(3) (134)(2) (234)(1)
(132)(4) (142)(3) (143)(2) (243)(1)
(12)(34) (13)(24) (14)(23)

de manera que s(4,2) = 11. Demostrar que s(n, k) satisface la ecuacién de recurrencia
s(n,k) =(n—1)s(n—1,k) +s(n—1,k—1)

Usando los resultados de la tltima seccién del capitulo de funciones generadoras, deducir
que s(n,k) = [}], el nimero de Stirling de primer tipo.

Dibujar el grafo de Cayley del grupo alternado de 4 simbolos, A4 respecto de los gene-
radores 6 = (123) y 1= (12)(34).

Demostrar que todas las relaciones de un grupo finito G se pueden expresar a partir de
las relaciones correspondientes a un conjunto de circuitos fundamentales del digrafo de
Cayley Cay(G,S).

Considerar el grafo que tiene por vértices los subconjuntos de X = {1,2,... ,n}, yenel
que dos vértices son adyacentes cuando los correspondientes subconjuntos difieren en
exactamente un elemento. Demostrar que el grafo que se obtiene es isomorfo al grafo de

i)
Cayley Cay(Zy % --- X Zp,{ey,... ,en}), donde ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) (este grafo se
llama hipercubo de dimension n; jpueden imaginar por qué?).

Dado el digrafo de Cayley Cay(G,S) dibujado en la figura 10.11, dar una presentacién
del grupo G.

Demostrar que el indice de ciclos de Zg es

1
PZ6()C1,)C2,X3,)C4,X5,)C6) = g(x? —i—x% +2x% +2x6)

Demostrar que, en general, el indice de ciclos de un grupo ciclico Z, es

1 n
P, (31, ) = = 3 0(d))
din

donde ¢ es la funcién de Euler.
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23.

24,

25.

Figura 10.11: Cay(G,S)

Dos secuencias (x1x2...x,), (y1¥2...y,) se dice que son ciclicamente iguales si s6lo
difieren en una rotacién médulo n, es decir, X; = Vi1 xmodn para 1 < i < n. Por ejemplo,
las secuencias 10011 y 00111 son ciclicamente iguales. Esta simetria circular aparece
muy frecuentemente. ;Cudntas secuencias de ceros y unos de longitud n circularmente
diferentes hay? ;Cudntas de estas secuencias de longitud 6 tienen exactamente tres unos?

Demostrar que el indice de ciclos del grupo D3 de simetrias de un tridngulo es
1
Pp,(x1,x2,x3) = g(x% +3x145 +2x5)
En general, demostrar que el indice de ciclos del grupo D, de simetrias de un poligono
regular de n lados es

1 1
PDn(xl,... ,xn) = —PZn(xl,... ,)Cn) + xn/Z

2 (n/2)—1
5 1

X
si n es par, y

Pp,(X1,...,Xy) = =Pz, (x1,... ,x0) + Zx1 X5
si n es impar.

(De cudntas maneras se pueden etiquetar con tres colores los vértices de un poligono
regular de n lados si no distinguimos dos maneras que sélo difieren por una simetria del
poligono?
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26. Demostrar que el indice de ciclos del grupo simétrico S, es

. _ 1 7"1 7"2 }\'n
P(Sn,XI T ,Xn) N % )\.1 12221.. .nln)\,n!xl IR
donde el sumatorio se extiende a A = (A1, Ay, ... ,A,) tales que A} +2A; + -+ - +nk, = n.
(Recordar la férmula de Cauchy.)

27. Demostrar que el indice de ciclos del grupo alternado A, es

L (=)t o

»
X X
M%) g, 172

n

P(An;xl,...,xn):z X
A

donde el sumatorio se extiende a A = (A1, Ay, ... ,A,) tales que Ay +2A; + -+ - +nk, = n.
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Capitulo 11

Anillos y cuerpos

1. Definiciones y propiedades
2. El anillo de los polinomios
3. Cuerpos finitos

En el capitulo anterior se ha estudiado la estructura algebraica mas completa definida a partir
de una operacion, la estructura de grupo. En este capitulo iniciaremos el estudio de estructuras
algebraicas definidas a partir de dos operaciones, los anillos y los cuerpos, introducidas en el
primer capitulo de esta tltima parte.

Los sistemas de numeracién algebraicamente mas completos estan construidos a partir de
dos operaciones: la suma y el producto. Esto hace que sea importante el estudio de conjuntos
que se comporten de forma similar desde el punto de vista algebraico.

La primera seccién de este capitulo estd dedicada al estudio de las propiedades bésicas de
los anillos y de los cuerpos. Se introducen las nociones de ideal y anillo cociente, que serdn
utiles mas adelante. La segunda seccién se dedica al estudio de un ejemplo importante de
anillo, el anillo de los polinomios, que se utilizard para la construccién de cuerpos finitos en la
ultima seccién de este capitulo. Las aplicaciones basadas en estas estructuras se estudiardn en
el dltimo capitulo.

11.1 Definiciones y propiedades

Recordemos que un anillo A = (A,*,0) es una estructura algebraica en la cual A es un conjunto

6

y ‘x’, ‘o’ son operaciones binarias definidas sobre A que satisfacen las condiciones siguientes:

A1l (A,x) es un grupo abeliano.
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A2 (A, o) es un semigrupo.
A3 ‘o’ es distributiva respecto de “x’. Esto es, para todo a,b € A,

ao(bxc)=(aob)x(aoc)
(axb)oc=(aoc)x(boc)

El ejemplo mas sencillo y representativo de estructura de anillo lo encontramos en (Z, +, -),
el anillo de los enteros. De hecho, éste es un ejemplo de anillo unitario, es decir, admite
elemento neutro respecto de la segunda operacién. Hay, sin embargo, autores que incluyen
dentro de los axiomas de anillo la existencia de este elemento neutro. Esto se debe al hecho de
que la mayoria de los anillos més utilizados cumplen este requisito.

Por similitud con (Z,+,-), cuando tratemos con un anillo unitario cualquiera, en general
nos referiremos a la suma y al producto como primera y segunda operacion respectivamente y
utilizaremos el 0 y el 1 como neutros respectivos. Para abreviar la notacién, escribiremos ab
en lugar de a- b.

Esté claro que los axiomas de anillo son una abstraccién del comportamiento de los nu-
meros enteros respecto de las operaciones aritméticas elementales: la suma y el producto. Sin
embargo, (Z,+,-) tiene, ademds, otras propiedades referidas a la segunda operacién que per-
miten refinar esta estructura. Asi, la conmutatividad de esta segunda operacién conlleva la
estructura de anillo abeliano. Esta propiedad no la comparten, sin embargo, todos los anillos,
como es el caso del anillo de las matrices cuadradas de orden 2 sobre Z, (M, (Z),+,-).

Ejercicio 11.1. Demostrar que (M,(Z),+,-) es un anillo unitario no abeliano.

Una clase importante de anillos abelianos unitarios finitos es (Z,,+,-), el anillo de los
enteros médulo 7.

Ejercicio 11.2. Demostrar que (Z,,+,-) es un anillo unitario abeliano.

La ley de simplificacion es otra propiedad importante que cumplen los nimeros enteros, es
decir, para todo a,b,c € Z* = 7Z \ {0} se verifica

ab=ac—b=c

Esta propiedad est4 relacionada con la definicién siguiente.
Diremos que el anillo (A,+,-) admite divisores de cero si existen a,b € A\ {0} tales que
ab=0.

Ejercicio 11.3. Demostrar que en un anillo A se verifica la ley de simplificacion si y sélo si A
no tiene divisores de cero.
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El anillo Z de los enteros no tiene divisores de cero, pero es facil encontrar ejemplos de
anillos que si tienen. En Zg, por ejemplo, se cumple que [2][3] = [4][3] = [0] y por tanto [2],
[3] y [4] son divisores de cero. Cabe observar, sin embargo, que [2] # [4]. Por ello, en Zg no es
valida la ley de simplificacion.

Se puede comprobar facilmente que Z3 o Zs no tienen divisores de cero. En el ejercicio
siguiente hay clasificados los valores de n para los cuales Z, admite la ley de simplificacién.

Ejercicio 11.4. Demostrar que (Z,,+,-) admite divisores de cero si y s6lo si n no es primo.

Un anillo abeliano sin divisores de cero se llama anillo integro o anillo de integridad. Si,
ademads, el anillo es unitario diremos que se trata de un dominio de integridad. Asi diremos que
(Z,+,-) es un dominio de integridad, mientras que (Z,,+,-) en general sélo tiene estructura
de anillo unitario abeliano.

El hecho de que, en Z,, la clase de n sea la clase del cero

(] =1+ 1+ +1] =[0]

n

sugiere la siguiente abstraccidn relativa a los anillos unitarios abelianos en general.
Se define la caracteristica de un anillo unitario abeliano A como el minimo nimero natural
n tal que

nl=1+1+-+1=0
~—_——

en A. Si este nimero no existe, se dice que el anillo tiene caracteristica cero. De hecho, po-
driamos interpretar la caracteristica de un anillo unitario abeliano como el orden del subgrupo
aditivo generado por el 1.

Est4 claro que la caracteristica de Z, es n. Un ejemplo también claro de anillo de caracte-
ristica cero lo encontamos en Z.

Proposicion 11.5. La caracteristica de un dominio de integridad es cero o es un nimero primo.

Demostracion. Sea A un dominio de integridad de caracteristica ny # 0. Si existiesen a,b € N
tales que ny = ab, entonces querria decir que

1+ +D1+--+DN=14+---4+1=0
L4+ D(I 4 =14+

a b no

y A tendria divisores de cero, en contra de lo que hemos supuesto. U

Ejercicio 11.6. Demostrar que si la caracteristica de A es p, entonces
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1. n-1=1414---41 =0 implica que p divide a n;
~—_——
n
2. paratodoa€A,p-a=a+a+---+a=0.
N———

p

Finalmente, si los elementos no nulos de un anillo tienen estructura de grupo abeliano
respecto del producto, diremos que este anillo es un cuerpo y lo notaremos habitualmente con
la letra K. Dicho de una otra manera, (K,+,-) es un cuerpo si (K,+) y (K*,-) son grupos
abelianos y el producto es distributivo respecto de la suma.

Es fécil observar que en un cuerpo K no pueden existir elementos a y b de K* tales que
ab = 0, ya que, multiplicando por la izquierda por a~!, deducirfamos que b tiene que ser cero,
en contra de lo que hemos supuesto. Por tanto, podemos afirmar lo siguiente:

Proposicion 11.7. Todo cuerpo es un dominio de integridad.

El ejemplo més pequeiio de cuerpo lo encontramos en Z;. De hecho, es fécil obtener toda
una familia de cuerpos finitos no triviales, como muestra el resultado siguiente:

Proposicion 11.8. (Z,,+,-) es un cuerpo si y s6lo si p es primo.

Demostracion. Si (Z,,+,-) es un cuerpo, tiene que ser un dominio de integridad. Por el ejer-
cicio 11.4, p tiene que ser primo. En este caso, basta con ver que cada elemento tiene inverso.
Para cada b € Z,, el conjunto bZ, = {bx,x € Z,} tiene p elementos diferentes, ya que se sa-
tisface la ley de simplificacién. Como b0 = 0, existe x € Z,\ {0} tal que bx = 1 y por tanto x
es inverso de b. U

Ejercicio 11.9. Adaptar esta tltima demostraciéon para ver que todo dominio de integridad
finito es un cuerpo.

Otros ejemplos bien conocidos de cuerpos no finitos de caracteristica cero los encontramos
en (Q,+,-), (R +,-) o (C,+,-). En la tltima seccién de este capitulo construiremos nuevas
familias de cuerpos finitos de caracteristica p a partir del ya conocido Z,. Para poder hacer
estas construcciones es necesaria la nocién de subanillo.

Se dice que un subconjunto B de un anillo (A, +, ) es un subanillo de A si con las operacio-
nes ‘+’ y ‘-’ restringidas a los elementos de B se satisfacen los axiomas de anillo. Asi pues, B
tiene que ser un subgrupo del grupo aditivo de A y una parte estable de A por la multiplicacion.

Proposicion 11.10. Sea (A,+,-) un anillo y B C A. Entonces para que (B, +,-) sea subanillo
de (A,+,-) es necesario y suficiente que (B,+) sea subgrupo de (A,+) y que el producto sea
cerrado en B.

Ejercicio 11.11. Demostrar que Z es un subanillo de Q considerado como anillo.
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Ejercicio 11.12. Determinar los subanillos de Zs y Zg.
Ejercicio 11.13. Caracterizar en general los subanillos de Z,,.

Es facil observar que, si A es un anillo abeliano o integro, también lo es el subanillo B; pero
A puede ser unitario sin que lo sea B, como muestra el resultado siguiente.

Proposicion 11.14. Los subanillos de (Z,+,-) son los conjuntos nZ.

Demostracion. Tal como se vio en el capitulo anterior, los Unicos subgrupos de (Z,+) son
los conjuntos nZ = {nk,k € Z}, conjunto de multiplos de un entero n. Estos conjuntos son
claramente estables por la multiplicacién y por tanto son los inicos subanillos de Z. U

Observar que para n > 2, nZ. no es unitario.

Ideales y anillo cociente

Siguiendo un proceso paralelo al descrito en el capitulo anterior para la obtencién de la estruc-
tura de grupo cociente, definiremos aqui la nocién de anillo cociente. Por ello introducimos en
primer lugar la nocidén de relacién de equivalencia compatible con la estructura de anillo.

Diremos que una relacién de equivalencia R es compatible por la derecha con la estructura
de anillo si y sélo si R es compatible con la suma y el producto de este anillo. Es decir, para
todo a,b € A y para cualquier elemento x € A se cumple que

(a+x)R(b+x)

aRb <—
axRbx

De forma similar, R es compatible por la izquierda si la segunda condicién es xaRxb. Sa-
bemos que una relacién R que cumpla la primera de estas condiciones tiene la forma aRb <
a—b € B, donde B es un subgrupo aditivo de (A,+). Para la segunda de estas condiciones
necesitamos también que x(a — b) o (a — b)x sean elementos de B para cualquier x € A. Esto
obliga a restringir las relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de anillo a cier-
tos subgrupos del grupo aditivo, llamados ideales por la izquierda o por la derecha segin sea
la relacion.

Un subconjunto I C A es un ideal por la derecha del anillo A si (I,+) es un subgrupo de
(A,+) y para todo a € I y para todo x € A se cumple ax € I. El ideal es por la izquierda si esta
segunda condicién es xa € A. Por ejemplo, {0} es un ideal de cualquier anillo, como también
lo es el anillo entero A. Los ideales diferentes de {0} y A se llaman ideales propios.

De forma similar al caso de grupos, si un ideal por la izquierda coincide con el correspon-
diente ideal por la derecha, se dice que el ideal es bilateral. Los ideales bilaterales juegan en
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los anillos un papel similar al de los subgrupos normales en los grupos. Observemos que si A
es un anillo abeliano, sus ideales son bilaterales.

Es preciso tener en cuenta que es posible que un ideal tenga estructura de anillo no unitario,
aunque provenga de un anillo con unidad. Este es el caso de los ideales de Z, nZ.

Ejercicio 11.15. Demostrar que nZ son los tnicos ideales de Z.

Hemos visto que las uUnicas relaciones de equivalencia compatibles con la estructura de
anillo son de la forma aRb < a— b € I, donde I es un ideal del anillo. Asi, como en el caso
de los grupos, las clases de equivalencia inducidas a partir de una de estas relaciones seran de
la forma a +1 con a € A y las notaremos como [a]; = {a+1,a € A} (o simplemente [d] si la
referencia al ideal se sobreentiende). El conjunto formado por estas clases se llama conjunto
cociente modulo 1'y se representa por A/I = {[a],a € A}. Si[ es un ideal bilateral, el conjunto
A/I tiene estructura de anillo con las operaciones inducidas de A y se llama anillo cociente
modulo 1. También se conoce como anillo factor de A respecto 1.

Ejercicio 11.16. Si / es un ideal bilateral de un anillo A, comprobar que las operaciones si-
guientes estdn bien definidas, para todo [a],[b] € A/I:

{[a]—H[b] = Ja+b]
[a]-4[b] = [ab]

La comprobacién del resultado siguiente es rutinaria y la dejamos como ejercicio para el
lector.

Proposicién 11.17. Si [ es un ideal bilateral de un anillo A, entonces (A/I,+/,-;) es un anillo.

Observar que los anillos cocientes de Z son justamente los Z,,.

En lo que sigue consideraremos anillos abelianos, de manera que los ideales serdn bilate-
rales y nos referiremos a ellos simplemente como ideales.

Como en el caso de subgrupos, la interseccidn de ideales es también un ideal. En particular
tiene un interés especial considerar la interseccion de todos los ideales que contienen un deter-
minado subconjunto X C A. Entonces se dice que este ideal estd generado por X y se denota
por I = (X). En otras palabras, el ideal generado por X es el ideal mds pequefio que contiene
a X. Los ideales generados por un solo elemento tienen un interés especial y se llaman ideales
principales.

Observemos que el ideal generado por un solo elemento a € A tiene que contener los ele-
mentos de la forma na para cualquier n € Z, ya que tiene que ser subgrupo del grupo aditivo
de A. También tiene que contener los elementos de la forma xa para todo x € A. Por tanto,
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tiene que contener todo elemento de la forma na +xa, con n € Z 'y x € A. Estos elementos son
suficientes para formar un ideal, ya que

(na+xa) — (na+x'a) = (n—na+(x—x)a
y(na+xa) = (yn)a+ (yx)a

Observar que n—n' € Zy que (x—x'), yn, yx € A.

Si el anillo A es unitario podemos identificar n € Z con n-1 € A, que es el elemento que
consiste en sumar n veces el neutro del producto de A. De donde, na = (n-1)a € Aa. De aqui
obtenemos el resultado siguiente:

Proposicion 11.18. En un anillo unitario abeliano A, los ideales generados por a € A son de la
forma aA.

En general, el ideal generado por un conjunto de elementos de un anillo unitario abeliano,
{ai,ay,... ,a,} C A estd descrito por los elementos de la forma

aix)+axxy + -+ aux, x; € A,Vi
Asi, por ejemplo, el ideal de Z generado por el 2 y por el 3 es de la forma
{2x+3y, x,y € Z}

Hay anillos en que todos sus ideales son principales. En este caso se dice que el anillo es
principal. Este es el caso de Z que tomamos como ejemplo sencillo, reiterado e ilustrativo de
la mayor parte de las cuestiones consideradas en esta seccion. Cabe observar que la nocién
de anillo principal va ligada a los anillos unitarios abelianos, sobre los cuales, como hemos
mencionado anteriormente, trabajaremos a partir de ahora.

Ejercicio 11.19. Demostrar que Z es un anillo principal.
Ejercicio 11.20. Demostrar que en 27Z, el ideal I generado por 4 no es {4x,x € 27Z}. {Por qué?

Est4 claro que si I es un ideal de un anillo A, también es ideal de todos los subanillos B
de A que lo contengan. Sin embargo, es preciso observar que en sentido contrario no es cierto.
Por ejemplo, nZ es un ideal de Z, pero no es un ideal de Q.

Morfismos de anillos

Diremos que una aplicacién f de un anillo A sobre un anillo A’ es un morfismo entre anillos, o
bien un homomorfismo de anillos, si y sélo si f respeta la suma y el producto. Es decir, para
todo a,b € A,

flatab) = f(a)+a f(b)
flaab) = f(a)-af(b)
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Es preciso observar que, de hecho, no es necesario suponer que A’ sea un anillo; es suficien-
te considerar A’ como un conjunto con suma y producto, como pone de manifesto el ejercicio
siguiente.

Ejercicio 11.21. Comprobar que si A es un anilloy f: A — A’ es un morfismo, donde A’ es
un conjunto con suma y producto, entonces

1. f(A) es una parte estable de A';
2. (f(A),+ar,-ar) es un anillo.

Es facil comprobar que ciertas propiedades algebraicas de A se transmiten a través de f tal
como se indica en los ejercicios siguientes.

Ejercicio 11.22. Demostrar que, si f es un morfismo entre los anillos A y f(A), entonces

L f(0) =0y f(=a) = —f(a):

2. f71(0) es un ideal de A, llamado niicleo de f.
Ejercicio 11.23. Demostrar que si A es un anillo unitario abeliano, entonces

1. f(A) es también abeliano;

2. /() =1

3. f(a™") = (f(a))~", siempre que a~! € A.

Recordemos que los subgrupos normales estdn intimamente relacionados con los morfis-
mos entre grupos. En el caso de anillos, serdn los ideales los que jugaran un papel similar.

Asi, la aplicacién f: A — A/I, donde I es un ideal de A tal que f(x) = x+ I para todo
X € A, es un homomorfismo exhaustivo o epimorfismo, llamado homomorfismo canénico.

Ejercicio 11.24. Demostrar que si f : A — A/I es homomorfismo candnico, entonces el ni-
cleo de f es el ideal 1.

Un morfismo entre anillos es inyectivo si y sélo si f~!(0) = {0}. En este caso se dice que
f es un monomorfismo.

Ademds, como en el caso de grupos, si el morfismo es biyectivo se dice que los anillos son
isomorfos.

Los homomorfismos conservan también los ideales en un cierto sentido, como se puede
comprobar mediante el siguiente resultado que usaremos mds adelante.
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Proposiciéon 11.25. Si f: A — A’ es un homomorfismo de anillos € I’ es un ideal de A,
entonces I = f!(I') es un ideal de A que contiene al niicleo de f.

Demostracion. Si a,b € I, entonces f(a —b) = f(a) — f(b) € I' de manera que a —b € I.
Similarmente, para todo x € A, f(ax) = f(a)f(x) € I' de manera que ax € I, e I es un ideal de
A que contiene a f~'(0). O

Ideales maximales y cuerpos

El hecho que Z /nZ = Z, sea un anillo unitario abeliano, y que para determinados valores de n
tenga estructura de cuerpo, no es un hecho particular de Z, sino que lo comparte con cualquier
anillo con las mismas caracteristicas. Encontrar condiciones por las cuales un anillo cociente
es un cuerpo es el objetivo que nos proponemos en esta parte.

Un ideal I en A se dice maximal si I # A y no existe ningtn otro ideal entre I y A.

Ejercicio 11.26. Demostrar que el ideal (p) = pZ es maximal en Z si y s6lo si p es primo.

Una manera Util de obtener cuerpos a partir de un anillo unitario abeliano consiste en loca-
lizar sus ideales maximales y construir el correspondiente anillo cociente. Este es justamente
el argumento utilizado en la dltima seccion de este capitulo para la construccién de cuerpos
finitos. Por ello vemos primero cudles son los ideales de un cuerpo.

Proposicion 11.27. Un anillo unitario abeliano K es un cuerpo si y s6lo si sus unicos ideales
son {0} y K.

Demostracion. Supongamos primero que K es un cuerpo e I # {0} es un ideal de K. Entonces,
sia€l,a'a=1¢€lyportanto [ =K.

Reciprocamente, sea [ = (a) el ideal generado por a € K* = K\ {0}. Sil=aK =K,
entonces existe x € K* tal que ax = 1, de manera que x es el inverso de a. U

Esta dltima propiedad permite ver el resultado siguiente:

Proposicion 11.28. Si M es un ideal maximal de un anillo unitario abeliano A, entonces A/M
es un cuerpo.

Demostracion. Consideremos el epimorfismo canénico f: A — A/M. Ya hemos visto en el
ejercicio 11.23 que A/M es abeliano y unitario. Segun la proposicion 11.25, si [J] es un ideal
de A/I, entonces I = f~!([I]) es un ideal de A que contiene a M. Por tanto, o bien = A
y [I]=A/M,obien =My [I] =[0]. Asi, A/M no tiene ideales propios y por tanto es un
cuerpo. U
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11.2 El anillo de los polinomios

En esta seccién se estudia un ejemplo importante de anillo, el anillo de los polinomios, que se
utilizard en la seccién siguiente para la construccién de cuerpos de orden finito.

Normalmente se interpretan los polinomios como expresiones formales del tipo “ag+ a;x+
-+ 4 a,x"” con “indeterminada” x. El origen de esta expresion se pondra de manifesto al final
de esta seccion. De momento nos preguntamos, ;qué representa esta x y como se hace para
sumarla o multiplicarla? Podemos resolver esta cuestién introduciendo los polinomios de una
manera aparentemente mds formal, pero mds precisa y mds util. La respuesta parte de una
observacion sencilla: un polinomio “ag +ajx+---+a,x"” queda determinado por la secuencia
(ap,ay,. .. ay).

Definimos el conjunto de los polinomios sobre un anillo unitario abeliano A como el con-
junto de todas las sucesiones de elementos de A que tienen un niimero finito de elementos no
nulos

a=(ap,a,...,a,,0,0,...)

Diremos que ag,ay,... ,a, son los coeficientes del polinomio a. Si n es el entero mds grande
para el cual a, # 0, diremos que el polinomio a tiene grado n y lo notaremos escribiendo
gr(a) =n. Sia, =1 diremos que el polinomio a es mdnico. A los polinomios de grado cero
se los llama constantes. Es preciso observar que el polinomio nulo, el que tiene todos sus
coeficientes cero, que denotaremos directamente como 0, no tiene grado segin esta regla, pero
se interpreta también como un polinomio constante y se dice, formalmente, que tiene grado
—0o,

Definiremos dos operaciones, la suma y el producto, que permitirdn estructurar este con-
junto como el propio anillo A sobre el cual se ha contruido.

Dados dos polinomios a = (ag,ai,...) y b = (bg,by,...) con coeficientes en un anillo
unitario abeliano A, definimos el polinomio suma 'y el polinomio producto

a+b = (ao—i-bo,al +b1,...)
k
ab = (co,c1,y--.), cr = z aibj:zaibk,i
i+j=k i=0
Observar que, en general,
gr(a+b) max{gr(a),gr(b)}
gr(ab) gr(a) +gr(b)

Ejercicio 11.29. Si a = (3,3,6,0,...) y b = (3,—3,3,—1,0,...) son polinomios en Z7[x],
calcular los polinomios a+ b y ab. Repetir el célculo si los polinomios a y b se consideran

NN

en Zg|x].
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La suma y el producto de polinomios involucra s6lo sumas y productos de elementos del
anillo de base A. Teniendo en cuenta esta observacion, es facil deducir que los polinomios
respecto de la suma se comportan como grupo abeliano con el polinomio 0 como elemento
neutro y que respecto del producto se comportan como un semigrupo abeliano con elemento
neutro el polinomio constante 1 = (1,0,...). La distributividad del producto respecto de la
suma es también consecuencia directa de las observaciones anteriores. Asi, el conjunto de
polinomios con coeficientes en un anillo unitario abeliano tiene también estructura de anillo
unitario abeliano.

La justificacion de la notacion clésica a que aludiamos al comienzo de esta seccidn descansa
en el hecho de identificar el polinomio (0, 1,0,...) con x. De esta manera tenemos que, x - x =
x*=(0,0,1,0,...),x* =(0,0,0,1,0,...) y asi sucesivamente y, por convenio, x’ = (1,0,...) =
1. Por tanto, podemos escribir

n
a=(ap,ai,... ,a,,0,...) =ap+ajx+---+a,x" = Zaixi
i=0
Cabe observar que ahora x no es una “indeterminada”, sino un polinomio especial. Es
habitual, como consecuencia de esta expresion, denotar el conjunto de los polinomios con
coeficientes en A por A[x] y los polinomios de A[x] por a(x), para diferenciarlos, si es necesario,
de los propios elementos del anillo, a € A. Observemos también que A se puede interpretar
como el conjunto de los polinomios constantes, es decir, cada elemento a € A se asocia con el
polinomio a(x) = a+0x+0x>+--- € A[x]. Identificaremos por tanto los polinomios constantes
con los elementos del anillo.
Los resultados siguientes nos garantizan en qué condiciones estd permitida la ley de sim-
plificacién para los polinomios.

Lema 11.30. Si A es un dominio de integridad y a(x),b(x) € Alx], entonces gr(a(x)b(x)) =
gria(x)) +gr(b(x)).

Demostracion. Si a(x) y b(x) tienen grados n,m > 0 respectivamente, entonces el coeficiente
de grado m+n de ¢(x) = a(x)b(x) es cpin = anby # 0, ya que a, y b, son no nulos y A no
tiene divisores de cero. Si alguno de los grados es —eo, entonces a(x)b(x) = 0 y también vale
la igualdad. U

Cabe observar que en esta demostracion ha sido til la asignacién de —ee como grado del
polinomio nulo en lugar de asignarle grado cero, como harfamos con los otros polinomios
constantes.

Proposicién 11.31. Si A es un dominio de integridad, A[x] también lo es.
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Demostracion. Sabemos que A[x] es un anillo unitario abeliano. Tenemos que ver entonces
que, si A es integro, también lo es A[x]. Si consideramos a(x),b(x) € A[x] tales que a(x)b(x) =
0, como gr(ab) = gr(a) + gr(b), deducimos que a(x) =0 o b(x) = 0. O

El resultado siguiente demuestra la imposibilidad de ampliar la estructura algebraica de
los polinomios para obtener la estructura de cuerpo, demostrando la imposibidad de obtener
inversos para todos los elementos de A[x], independientemente de las propiedades de A.

Proposicion 11.32. Si A es un anillo integro unitario, los tnicos elementos invertibles de Alx]
son los elementos invertibles de A.

Demostracion. a(x),b(x) € A[x]* = Alx] \ {0} son inversos si y s6lo si a(x)b(x) = 1. Como
gr(ab) = gr(a) + gr(b) = 0, deducimos que gr(a) = gr(b) =0y por tanto a(x) =a €Ay
b(x) =al. O

Divisibilidad en K|x]

Una vez definido y estructurado el conjunto de polinomios A[x] con coeficientes sobre un anillo
unitario abeliano A, nos interesa factorizar estos polinomios de forma similar a como factori-
zamos los nimeros enteros, es decir, descomponiéndolos como productos de elementos tan
“simples” como sea posible. En el caso de los enteros, sabemos que estos elementos son los
ntimeros primos. Como veremos a continuacion, en el caso de los polinomios, estos elementos
“simples” se llaman también polinomios primos. Para ello necesitamos introducir las definicio-
nes, las notaciones y las propiedades correspondientes al concepto de divisibilidad en el 4mbito
de Alx], y observaremos que son similares a las propias en el caso de Z.

Dados dos polinomios a(x) y b(x) de A[x], diremos que b(x) es un divisor de a(x), o que
b(x) divide a a(x), y 1o denotaremos escribiendo

b(x)]a(x)

siy solo si existe un polinomio c(x) € A[x] tal que a(x) = b(x)c(x).

Observemos que los polinomios constantes correspondientes a los elementos invertibles de
A, U={u€eA, I €A, uu =1} son divisores de cualquier polinomio a(x) € A[X], ya que
a(x) = uu'a(x), donde u' es el inverso de u. Por el mismo motivo, ua(x) es divisor de a(x)
para todo u € U. Estos se llaman divisores triviales. Es preciso observar que, sea cual sea A,
exceptuando Z,, como minimo se tienen asegurados =1 y £a(x) como divisores triviales de
a(x). En Z[x] éstos son los tnicos, mientras que si A es un cuerpo, cualquiera de sus elementos,
salvo el cero, es un divisor trivial de a(x). Por otra parte, si gr(a) > gr(b) > 0, diremos que
b(x) es un divisor propio de a(x).
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Todo polinomio que no tiene divisores propios, es decir, que no tiene otros divisores que
los triviales, se dice que es primo o irreductible. Esté claro que todo polinomio de grado 1 es
irreductible. En el cuerpo de los nimeros complejos C, el teorema fundamental del dlgebra nos
garantiza que éstos son los dnicos polinomios irreductibles de Clx]. Desgraciadamente, no hay
resultados tedricos tan sencillos para conocer los polinomios irreductibles en otros anillos de
polinomios. Por ello, nos tendremos que conformar con resultados parciales que nos ayudaran
a estudiar la situacién en cada caso.

En nuestro contexto, nos interesan particularmente los polinomios definidos sobre un cuer-
po y en especial sobre cuerpos finitos. En lo que sigue centraremos nuestra atencién en el caso
particular de estos polinomios.

A continuacién enunciaremos un resultado tedrico, el teorema de factorizacion, esencial
para todo lo que sigue, cuya demostracion evitaremos, ya que no tiene ningin interés practico
y es excesivamente laboriosa'.

Teorema 11.33 (Teorema de factorizacion). Dado un cuerpo K, cada polinomio k(x) € K|x]
admite una representacion tnica de la forma

k(x) = kpi(x)p2(x) - pm(x)
conk € K, pi(x),p2(x),...,pm(x) € K[x] polinomios ménicos irreductibles.

Esta descomposicién en factores primos tiene en la préctica una dificuldad fundamental:
la inexistencia de métodos sencillos para encontrar en general estos polinomios irreductibles.
Los conceptos y los resultados siguientes estdn dedicados al estudio de este problema.

Sea K un cuerpo. Para cualquier par de polinomios a(x) y b(x) de K[x] se define su mdximo
comuin divisor como el polinomio de grado mds grande que los divide a ambos. Es decir, D(x) €
K[x]* = K[x] \ {0} es un médximo comin divisor de los polinomios a(x) y b(x), y escribimos
D(x) = mcd(a(x),b(x)) si se verifican las condiciones siguientes:

1. D(x)]a(x) y D(x)|b(x);
2. si D'(x)|a(x) y D'(x)|b(x), entonces D' (x)|D(x).

Es preciso observar que, tal como estd definido el médximo comin divisor de dos polino-
mios, éste no es tnico, ya que si D(x) es un maximo comun divisor, entonces kD(x) también lo
es, para todo k € K. Tiene sentido, por tanto, escoger el polinomio mds sencillo que represente
toda esta familia. Este es el polinomio ménico correspondiente, que denotaremos como

d(x) = med(a(x),b(x))

UEl lector que esté interesado puede encontrar esta demostracién en [3], por ejemplo.
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Los factores en comin que tienen dos polinomios en sus factorizaciones son los factores
de su mdximo comiin divisor. Diremos que dos polinomios a(x),b(x) € K*[x] son primos entre
si o coprimos si med(a(x),b(x)) = 1.

De forma similar, se define el minimo comiin miiltiplo entre a(x) y b(x), M(x) = mcm(a(x),
b(x)), si se verifican las condiciones siguientes:

L. a(x)[M(x) y b(x)|M(x);
2. sia(x)|M'(x) y b(x)|M'(x), entonces M (x)|M'(x).

Como antes, se define m(x) = mcm(a(x),b(x)) como el polinomio ménico de entre los que
satisfacen las dos propiedades anteriores.

El teorema de factorizacién proporciona una manera tedrica de encontrar el mdximo comuin
divisor de dos polinomios: sélo es preciso seleccionar los factores comunes de sus factoriza-
ciones. En la préctica, sin embargo, resulta en general dificil encontrar estas factorizaciones.
Es importante, por tanto, disponer de algoritmos eficientes que permitan la obtencién directa
de estos maximo comun divisores. El teorema de Euclides, que enunciaremos a continuacion,
y una consecuencia inmediata de éste, conducirdn a un algoritmo de estas caracteristicas: el
algoritmo de Euclides.

Teorema 11.34 (Euclides). Dados a(x),b(x) € K*[x], existen dos tinicos polinomios g(x), r(x)
€ K|x] tales que

a(x) = b(x)q(x) +r(x),  gr(r) <gr(b)

La expresion anterior es la llamada division euclidea, de a(x) por b(x). En general, los ani-
llos para los cuales es vélida la division euclidea se llaman anillos euclideos. La demostracién
del teorema anterior prueba la existencia de los polinomios ¢(x),r(x) € K[x], llamados respec-
tivamente cociente y resto. Asi, K|[x] es euclideo. El resultado siguiente es una consecuencia
importante del teorema anterior.

Corolario 11.35. mcd(a(x),b(x)) = med(b(x),r(x)).

Demostracion. Si d(x) = mcd(a(x),b(x)), significa que a(x) = d(x)a; (x) y b(x) = d(x)b; (x)
para ciertos polinomios aj (x), b (x). De laigualdad del teorema de Euclides, a(x) = b(x)g(x) +
r(x), deducimos que r(x) = d(x)(a; (x) — b1 (x)g(x)), de donde d(x)|r(x). Por otra parte, de la
misma igualdad se deduce que cualquier divisor comun d’(x) de b(x) y r(x) divide también a
a(x). O
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Algoritmo de Euclides

En las condiciones del teorema de Euclides podemos usar el corolario anterior tantas veces
como sea posible, es decir, hasta que obtengamos como resto el polinomio nulo. Esto es,

a(x) b(x)qi(x) +ri(x),  gr(r) <gr(b
b(x) = rnxqk) +nrx), grin)<gr(n)
r1(x) r(x)q3(x) +r3(x),  gr(r3) <gr(r2)
Fna(x) = ro1(X)gn(x) +ra(x), gr(rn) <gr(rn—1)
r-1(x) = r(X)gnt1(x) +0

Aplicando reiteradamente el corolario anterior a las sucesivas expresiones, obtenemos
med(a(x),b(x)) = med(b(x),r1 (x)) = - - = med(r, (x),0) = ra(x)

Es decir, el mdximo comun divisor es justamente el tltimo resto diferente de cero.
Como ejemplo, podemos comprobar que a(x) = x* +3x*> —4x+ 1y b(x) = x> — 3x son
polinomios primos entre si en Zs:

4324 x+1 = (2422 +3x+2)+(2x+1)
¥+2 = (2x+1)(3x+2)+3
2x+1 = 3(4x+2)+0

La simplicidad y la utilidad de este algoritmo son bien evidentes y hacen innecesario cual-
quier elogio. Una consecuencia directa también muy importante de este resultado es la llama-
da identidad de Bézout, que esencialmente consiste en “recorrer” el algoritmo de Euclides en
sentido contrario, mediante substituciones sucesivas de los restos. Mds concretamente, en el
algoritmo anterior podemos escribir

T (%) = 1n—2(x) = 11 (x)gn (%)

De la misma manera, cada resto r;(x) se puede expresar en términos de restos anteriores hasta
obtener una expresion de r,,(x) en términos de los polinomios iniciales a(x) y b(x).

Es preciso observar que el polinomio r,,(x) que se obtiene en el algoritmo no es necesaria-
mente ménico, de manera que tomaremos el correspondiente polinomio monico d(x) = ur,(x),
donde u es el inverso del coeficiente de grado mas grande de r(x), como maximo comiin divisor.
Con estas observaciones tenemos:

Teorema 11.36 (Identidad de Bézout). Dados a(x),b(x) € K[x]* con med(a(x),b(x)) = d(x),
existen dos polinomios s(x),#(x) € K[x] tales que

a(x)s(x) + b(x)t(x) =d(x)
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Si tomamos como ejemplo los polinomios anteriores en Zs[x], a(x) = x* +3x*> —4x + 1
y b(x) = x> — 3x, obtenemos la identidad de Bézout a partir del maximo comin divisor, que
hemos calculado previamente a partir del algoritmo de Euclides, de la forma siguiente:

24 2x
24 2x
X% +2x
X% +2x

3 —(2x+1)(3x+2)
—[(* 4382 +x+1) — (2 +2x) (2% +3x+2)](3x +2)
14 (2 +3x4+2)(3x+2)] — (* + 3> +x+ 1)(3x +2)

(3 +x% +2x) — (x* +3x2 +x+ 1) (3x+2)

X
X

(
(
(
(

~— ' ~— ~—

Por tanto, multiplicando por 2 los dos lados de la igualdad, obtenemos:

1= (2 +2x) (o +22 +4x) +(x* +32 +x+ 1) (dx+ 1)
) (x)
t(x s(x

Ejercicio 11.37. Usar el algoritmo de Euclides para encontrar el maximo comtin divisor d(x)
de los polinomios

a(x) = 1+2
b(x) = 1+2x+x?

en Zs[x]. Obtener después los polinomios s(x) y 7(x) que permiten escribir la identidad de
Bézout a(x)s(x) + b(x)t(x) = d(x).
Los ideales de K[x]

La nocién de divisibilidad introducida aqui para los polinomios es vdlida también para otros
anillos unitarios abelianos, en particular para Z. La simplicidad de toda la teoria de la divisibi-
lidad en Z proviene del hecho que Z es un anillo principal. Veremos en esta seccién que K|x]
es también un anillo principal, siendo K un cuerpo.

En primer lugar es preciso encontrar una traduccién del concepto de divisor en términos de
ideales.

Proposicion 11.38. En un anillo euclideo,

bla <= (a) C (b)
donde (a) y (b) son los ideales generados por a y b respectivamente.
Ejercicio 11.39. Demostrar la proposicién anterior.

Es preciso observar que hemos traducido las nociones cldsicas de divisibilidad en términos
de inclusién de subconjuntos. Esta nueva manera de interpretar la divisibilidad tiene ventajas
conceptuales que aprovecharemos en la seccion siguiente.
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La medida de proximidad, en cuanto a la divisibilidad, entre dos elementos de un anillo
integro unitario A la da su maximo comun divisor. En términos de ideales, la expresion de este
maximo comun divisor es muy simple.

Proposicion 11.40. En un anillo euclideo,
d = mcd(a,b) <= (d) = (a,b)

Demostracion. Observemos que el ideal generado por a y b estd formado por los elementos de
la forma ax+ by, x,y € A, y, por tanto, (d) = (a,b) = (a) + (b). O

Observemos que de la demostracion anterior se deduce de forma inmediata la identidad de
Bézout.

Ejercicio 11.41. Sean a y b dos elementos primos entre si en un anillo integro unitario. En-
contrar la expresion correspondiente en términos de ideales.

La proposicion anterior permite interpretar el anillo de polinomios sobre un cuerpo como
un anillo principal.

Proposicion 11.42. Si K es un cuerpo, K[x] es un anillo principal.

Demostracion. Tenemos que demostrar que los ideales de K[x] son principales. Sea I # {0}
un ideal de K[x] y b(x) un polinomio de grado minimo entre los polinomios de 7\ {0}. Para
cualquier a(x) € I, la division euclidea permite escribir a(x) = b(x)g(x) + r(x), para ciertos
polinomios b(x),r(x) y gr(r(x)) < gr(b(x)). Pero r(x) = a(x) — b(x)g(x) € I, de manera que,
siendo b(x) el polinomio de grado minimo de I\ {0} tiene que ser r(x) =0y a(x) € (b(x)). O

Podemos afirmar por tanto que los ideales I de K[x] son de la forma I = (a(x)) con a(x) €
K [x] ménico.

Para la construccién de los cuerpos finitos en la dltima seccién, se usard el resultado si-
guiente, que ya hemos demostrado en general para cualquier anillo unitario abeliano.

Teorema 11.43. Si K es un cuerpo y M(x) es un ideal maximal de K[x], entonces K|[x]/M (x)
es un cuerpo.

Es importante, por tanto, conocer cudles son los ideales maximales de K|[x]. Recordemos
que, siguiendo también en este aspecto la similitud con el anillo de los enteros, los ideales
maximales de K[x] son justamente los generados por sus polinomios primos o irreductibles.

Proposicion 11.44. Un ideal (a(x)) es maximal de K(x) si y s6lo si a(x) es un polinomio
primo.
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Demostracion. Ya hemos visto que todos los ideales de K(x) son principales. Si a(x) no es
primo, se puede poner a(x) = p(x)g(x), donde p(x) y g(x) son polinomios de grado mayor o
igual que 1. Entonces, el ideal (a(x)) estd estrictamente incluido en (p(x)), y no es maximal.
Reciprocamente, si a(x) no es maximal, ((a(x)) estd estrictamente incluido en (p(x)) para
algin p(x), de manera que a(x) = p(x)g(x) y a(x) no es primo. O

Raices de un polinomio

Es frecuente pensar en funciones cuando se habla de polinomios. Esta es la razén que lleva
a la notacion cldsica de los polinomios, a la que aludiamos al comienzo de esta seccién. Pe-
ro, de hecho, no toda funcién polindmica estd representada por un tnico polinomio, aunque
si sea cierto en sentido contrario. A continuacién definiremos las funciones polinémicas y
estudiaremos la relacién entre sus ceros y la factorizacion de los polinomios correspondientes.

Sea K un cuerpo y a(x) € K[x], a(x) = X ja;x'. Se define la funcién polinémica asociada
al polinomio a(x) como la aplicacién

a:K — K

n
k — a(k) =Y aik'
i=0

Tomamos como ejemplo los polinomios a(x) = x —2y b(x) = x> — 2 en Z3. Las funciones
polinémicas asociadas a estos dos polinomios son la misma, como se puede comprobar en la
tabla siguiente:

En cambio, los dos polinomios no tienen los mismos coeficientes (no son el mismo). Com-
portamientos como el de este ejemplo son frecuentes en funciones polinémicas definidas sobre
Zp, donde p es un nimero primo. De hecho, serdn éstos los polinomios con los cuales tra-
bajaremos. Se debe decir, sin embargo, que si el cuerpo es de caracteristica cero, como por
ejemplo @, R o C, cada funcién polindmica tiene asociado un tinico polinomio y por tanto en
estos casos no hay inconveniente en identificar los dos conceptos.

Se dice que o € K es una raiz (o cero) del polinomio a(x) € K[x] si a(a) = 0, es decir, si
es un cero de la funcién polinémica correspondiente.

El resultado siguiente da, mediante una condicién muy sencilla, la herramienta clave que
permite relacionar los ceros de una funcién polinémica con los factores de un polinomio.

Teorema 11.45. o € K es una raiz de a(x) € K[x] siy s6lo si (x — o) |a(x).
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Demostracion. Observemos en primer lugar que gr(a) > 1, ya que si gr(a) = 0 querria decir
que a(x) es un polinomio constante y por tanto no tiene raices. Al hacer la divisién euclidea de
a(x) por x— o tenemos a(x) = (x— ot)g(x) +r(x) con gr(r) < 1; como o es raiz de a(x), r(x) =0
y de aqui (x — ot)|a(x). En sentido contrario s6lo es preciso observar que si (x — a)|a(x),
entonces existe un ¢g(x) € K|[x] tal que a(x) = (x — a)g(x) y, por tanto, o es raiz de a(x). O

Se dice que o € K es una raiz de multiplicidad m > 1 del polinomio a(x) € K[x] si y s6lo
si (x— o)™ divide a a(x), pero no lo hace (x — o)™ *!,

El teorema siguiente establece la relacién entre el nimero de raices de un polinomio y su
grado. El resultado aparentemente inocente es esencial para tratar el problema central que nos

ocupa, la factorizacién polindmica.

Teorema 11.46. Si el grado de a(x) € K[x] es n, entonces la suma de las multiplicidades de las

raices es como maximo #.

Demostracion. Si a(x) tiene raices oy, ... , 0y con multiplicidades my, ... ,my, entonces el po-
linomio b(x) = (x — o)™ - -+ (x — 0 )™ divide a a(x) y, por tanto, gr(b(x)) =my + -+ my <
gr(a(x)). O

A veces se utiliza una version diferente de este teorema que dice que el nimero de raices
diferentes de un polinomio es como maximo igual a su grado.

11.3 Cuerpos finitos

Sabemos que (Z,,+,-) es un cuerpo de p elementos si p es un nimero primo. ;Existen cuerpos
finitos de cualquier orden? Responder a esta cuestion es el primer objetivo que nos proponemos
en esta seccion. Estudiaremos, para comenzar, la estructura interna que deben tener estos
cuerpos mediante el estudio de su grupo aditivo y multiplicativo. Describiremos de manera
breve las razones de su existencia, que dependerd, como veremos, de la existencia de ciertos
polinomios. Finalmente describiremos la manera general de obtenerlos mediante ejemplos
ilustrativos y comentaremos, para acabar, también brevemente, que los cuerpos que hemos
aprendido a construir son de hecho los tnicos posibles.

Para comenzar recordemos que, si K es un cuerpo finito, su caracteristica tiene que ser un
ndmero primo.

Teorema 11.47. Si K es un cuerpo de caracteristica p, |K| = p", n € N.

Demostracion. Demostraremos que el grupo aditivo de K es isomorfo al producto directo de n
grupos ciclicos de orden p.
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En primer lugar, observemos que el subgrupo ciclico de (K,+) generado por un elemento
k € K tiene orden p, como consecuencia directa de su caracteristica. Es decir,

(k) = {k,k+ky... k4 +k} = {mk,m € Z,} ~ 7,

p

Supongamos ahora que {g1,g2,...,8»} sea un conjunto de generadores minimo de K, es
decir, que ningtin subconjunto de éste genere todo K. Esto quiere decir que para cualquier
elemento k € K existen n enteros {mj,my,... ,m,}, tales que

n
k= mgi
i=1

Demostraremos que las p" posibles combinaciones de expresiones de esta forma son dife-
rentes y dan lugar por tanto a p" elementos diferentes de K. Supongamos que dos sumatorios
diferentes diesen lugar al mismo elemento de K, es decir,

n n
k=7 migi=Y m'g
i=1 i=1

Si j fuese la primera posicién del sumatorio tal que m; % m’ ;, tendriamos que

n
(mj—m';)gi= Y, (mi—m')g
=41

Ahora bien, como (m; —m';) = (mj—m';)- 1 # 0 tiene inverso en K, obtendriamos

n
~1
gj=(mj—m';)™" Y (mj—m')g;
i=j+1

Esto contradice la hipdtesis de que {g1,£2,.--,8x} es un conjunto de generadores minimo.

Podemos asociar por tanto, de manera tnica, cada elemento k = Y}, m;g; de K con la n-
tupla {my,ma, ... ,m,} de elementos de Z,. Esta asociaci6n es por tanto una biyeccion de K en
LpXLpx - XLp= (Zp)", que es de hecho un isomorfismo entre (K,+) y ((Z,)",+). Por

n
tanto,

O

Acabamos de demostrar que el orden de cualquier cuerpo finito tiene que ser una potencia
de un niimero primo, p”". Esto lo hemos hecho estudiando la estructura de su grupo aditivo y
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hemos visto que éste debe ser isomorfo a ((Z,)",+). Es, por tanto, razonable interpretar los
elementos del cuerpo K como polinomios con coeficientes en Z, de grado inferior a n. Sin
embargo, si bien estd claro que este conjunto es adecuado como modelo para el grupo aditivo
del cuerpo, estd claro también que no lo es para su grupo multiplicativo. Sélo es preciso ob-
servar que el producto no es cerrado en este conjunto, ya que el producto de dos polinomios
sobre un cuerpo integro tiene por grado la suma de los grados de los polinomios correspon-
dientes. Convendra rectificar entonces el modelo, de manera que sea también compatible con
el grupo multiplicativo. Antes de presentar un modelo apropiado con la estructura de cuerpo,
estudiemos como tendria que ser su grupo multiplicativo.

Hemos visto que dos cuerpos finitos del mismo orden tienen sus grupos aditivos isomorfos.
Veremos ahora que también son isomorfos sus grupos multiplicativos.

Teorema 11.48. El grupo multiplicativo de un cuerpo finito es ciclico.

Demostracion. Supongamos que K es un cuerpo de orden p”, con p primo y n un nimero na-
tural. Como el orden de cualquier elemento diferente de cero de un grupo finito multiplicativo
divide al orden del grupo, tenemos que, si k € K*, entonces k”'~! = 1. Esto es equivalente a
decir que la ecuacién

'l -1=0

tiene p" — 1 ceros en K.

Por otra parte, estd claro que el grupo multiplicativo de un cuerpo es abeliano y por tanto
podemos utilizar el resultado siguiente, que es consecuencia (no directa) del teorema de La-
grange para grupos abelianos: “el exponente de un grupo es miltiplo de todos los 6rdenes de
los elementos del grupo”. De aqui que, si m es el exponente de (K*,-), cada elemento de K*
satisface la ecuacién x” — 1 = 0, y por tanto, existen p" — 1 raices diferentes en esta ecua-
ciéon. Pero, como cada polinomio de grado m tiene como méaximo m raices, deducimos que
m = p" — 1. Por tanto, el elemento que tiene orden m genera todo el grupo multiplicativo, es
decir, el grupo (K*,-) es ciclico. O

Hasta ahora hemos demostrado que, si existe un cuerpo finito K, debe cumplir las condi-
ciones siguientes:

1. |K|=p"
2. (K, +) ~((Zp)",+);

3. (K*,-) es ciclico.
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La pregunta que nos formulamos a continuacién tiene una apariencia sencilla, teniendo en
cuenta la informacién de que disponemos, pero realmente no es asi. Dado cualquier niimero
primo p y cualquier nimero natural n, jexiste un cuerpo de orden p"?

Sabemos ya que, si en el anillo de los nimeros enteros (Z,+,-) definimos la relacién de
equivalencia médulo un niimero primo p, obtenemos el cuerpo (Z,+,-) de orden p. De forma
similar, si en el anillo de los polinomios (Z[x],+,-) definimos la relacion de equivalencia
moédulo un polinomio primo de grado n, obtendremos un cuerpo de orden p”, llamado cuerpo
de Galois de orden p" en honor de Evariste Galois (1811-1832) y denotado por GF(p") o
simplemente F,, con g = p". Este es entonces el modelo que aventurdbamos anteriormente.

Teorema 11.49. Si p(x) € Z,[x] es un polinomio primo de grado n, entonces Z,[x]/p(x) es un
cuerpo de orden p", llamado cuerpo de Galois y denotado por F .

Demostracion. Por el hecho de ser Z,[x] un anillo principal, sus ideales maximales estdn jus-
tamente generados por polinomios primos y por tanto Z,[x|/p(x) es un cuerpo. O

El problema, entonces, consiste en asegurar la existencia de algin polinomio primo con
coeficientes sobre cualquier cuerpo Z, y de cualquier grado n. Demostrar la existencia de
estos polinomios es laborioso y requiere la introduccién de conceptos algebraicos que van més
alla de los propdsitos de este libro, pero alentamos al lector interesado y lo dirigimos a [3] [5].

Teorema 11.50. Para cualquier nimero natural n y cualquier nimero primo p, existe un poli-
nomio primo p(x) € Z x| de grado n.

Muy esquemdticamente, la demostracion consiste en caracterizar los elementos del cuer-
po a partir de las raices del polinomio (x”"~! — 1)x = x*" — x. Trivialmente, localizamos los
elementos neutros del cuerpo como raices de este polinomio. El resto de los elementos serdn
también raices del polinomio y, por tanto, de los factores de su descomposiciéon. Mds concreta-
mente: se caracterizan los elementos del cuerpo a partir de las raices de los polinomios irreduc-
tibles de grado d, d divisor de n. Se demuestra que las raices de un polinomio irreductible de
grado d sobre F), son las p-€ésimas potencias de una de sus raices o o, 0, OLPZ, e ,OLI’%l , para
algiin elemento o del cuerpo. A partir de este resultado se deduce que los factores de x”" — x
son todos los polinomios irreductibles sobre F), de grado d. Finalmente se demuestra que, para
d = n, el nimero de estos polinomios es como minimo 1.

Sabiendo de su existencia, la obtencién practica de estos polinomios es también en gene-
ral muy laboriosa. Por este motivo se han construido unas tablas con todos los polinomios
irreductibles de grado n sobre F, para valores razonablemente moderados de p y de n. En la
tabla 11.1 presentamos una muestra que incluye los polinomios irreductibles sobre F, y sobre
F3 de grados 1,2y 3.
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Tabla 11.1: Polinomios irreductibles de grado 1, 2y 3 sobre F,

‘ grado ‘ F; F;

1 X X

x+1 x+1

x+2

2 Z4x+1 | 2+1

x4 2x42

X 4+x+2

3 CHx+1 | B42x0+1
B+ +1 | P4+22+1
X 4+x2+2

X 4+2x2 42
X +x2+x+2
B4 +2x+1
B4+ +x+1
42224+ 2x+2

Observemos en primer lugar que se consideran sélo polinomios ménicos, ya que sabemos
que un polinomio p(x) € F,[x] es irreductible si y s6lo si lo es el polinomio kp(x), para todo
keF,.

Para los valores de p y n que aparecen en la tabla 11.1 es razonablemente sencillo deducir
los posibles polinomios primos. Para ello, procedemos de forma similar a como lo hariamos
para determinar si un nimero es primo. Claramente, los Unicos polinomios irreductibles de
grado 1 son los que figuran en la tabla. Los polinomios reducibles de grado 2 serdn producto
de dos polinomios irreductibles de grado 1; asf tenemos que x-x = x%, x(x+1) =x> +x y
(x-+1)(x+1) = x?> + 1 son los tnicos polinomios reducibles de grado 2 sobre Z, y por tanto
x>+ x+ 1 representa el dnico polinomio irreductible de grado 2 sobre Z,. De hecho, hay cuatro
polinomios de grado 3 que contienen Unicamente factores de grado 1 y dos que contienen
factores de grado 1 y de grado 2. Por tanto, s6lo dos de los ocho posibles polinomios de
grado 3 sobre Z, son irreductibles. En general, es preciso observar que hay p" polinomios
monicos de grado n > 1. Algunos de estos polinomios se obtienen como producto de factores de
grado mds pequefio, pero, de hecho, no existen p" maneras diferentes de combinar polinomios
irreductibles de grado menor que n para obtener uno de grado n.
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Conociendo ya algunos polinomios irreductibles, pasamos a construir los cuerpos corres-
pondientes.

Comenzamos con Fy. Para ello, consideramos en Z[x] la relacién de equivalencia médulo
el tinico polinomio irreductible de grado dos que tenemos, p(x) = x*> +x+ 1. Las clases que se
obtienen quedan representadas por los polinomios {0, 1,x,x+ 1}. Asi,

L[]/ (2 +x+1) = {[0], [1], [x], [x + 1]}

Recordemos que en general la suma y el producto de clases estdn definidos a partir de sus
representantes. Por tanto,

{0, 1], [x], e+ 1]} = {0, 1, [x], [x] + 1}

Si representamos la clase [x] = {x+ (x* +x+ 1)c(x),c(x) € Za[x]} por o, las tablas 11.2'y 11.3
muestran el comportamiento de los elementos del cuerpo Z;[x]/(x*> +x+ 1) respecto de la suma
y el producto.

Tabla 11.2: Tabla de (F4,+)

L+ [ o[ 1 ] o [otl]
0 0 1 o |[o+1
1 1 0 o+ 1 o
o o |o+l1 0 1
o+1||oa+1 o 1 0

Tabla 11.3: Tabla de (F4(ct),-)

L[t [ e Jotl]
1 1 a |o+1
o o |o+l1 1
o+1|loa+1 1 o

Es preciso observar que mediante la relacién de equivalencia definida se ha conseguido
tener el producto cerrado en el conjunto de polinomios sobre Z, de grado inferior a 2.
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Es interesante observar también que, en este caso, o es un generador del grupo multipli-
cativo (Z3[x]/(x* +x+1),-) = (F4(c),-), es decir, podemos obtener todos los elementos del
cuerpo salvo el cero, como las 2% — 1 potencias sucesivas de ou:

(23 (® +x+1)} = Fa(o) = {1,000+ 1} = {05, 01, 02}

Es interesante, para facilitar los cdlculos en las tablas de multiplicar, obtener un generador
simple. En general se dice que un generador del grupo multiplicativo del cuerpo es un elemento
primitivo. Cabe observar que este elemento siempre existe (el grupo multiplicativo del cuerpo
es siempre ciclico).

Para construir Fg tenemos dos posibles elecciones para el polinomio irreductible, x> +x+ 1
oxX}+x2+1.

En primer lugar, calculamos los 8 polinomios de grado inferior a 3 con coeficientes en Z;:

{0,1,6,x+ 1,2, x* + 1,x* +x,2> +x+ 1}

Observemos que la tabla de sumar se obtiene directamente. Nos centraremos por tanto en la
tabla de multiplicar.

Estd claro que, multiplicando los representantes de cada clase y calculando los restos mo-
dulo x> +x+1 o x> + x>+ 1, obtendremos unos representantes moénicos de los elementos de
Zolx] /(x> +x+1) y Zo[x]/(x* + x> + 1) respectivamente. Pero estos calculos en general son
tediosos y es por ello interesante encontrar un elemento primitivo del cuerpo.

Si consideramos Z[x]/(x* +x + 1), por ejemplo, podemos comprobar que las 23 — 1 po-
tencias sucesivas de x dan lugar a toda una familia de representantes del grupo multiplicativo
del cuerpo y, por tanto, del propio cuerpo.

{0,282, 3 x4 X0 0 x"} = {2 x4+ L2+ Fx+ 1,3+ 1,1}

Consecuentemente, podemos representar los elementos del cuerpo por las sucesivas potencias
de [x]:

{002 B = ]+ L0 = 2+ ], P = 2+ ]+ L] =2+ 1, [ =1}

Igual que en el ejemplo anterior, la clase de [x], que denotaremos también por ., es un
elemento primitivo del cuerpo que ahora denotamos por Fg(ct). Asi, para construir la tabla 11.4
usaremos las potencias de a. Para encontrar los polinomios correspondientes a las potencias
de o sélo es preciso deshacer los cambios que figuran a la derecha en la tabla 11.4.

Si utilizamos x* +x? + 1 para construir Fg, podemos comprobar, también en este caso, que
a partir de las 2° — 1 potencias sucesivas de x obtenemos toda una familia de representantes de
los elementos del cuerpo diferentes de cero. Pero en este caso las relaciones son las siguientes:

{3, ), 1] = [+ 1], 0% = [ +x+ 1], ) = e+ 1], 1) = [+, ] = 1}
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Tabla 11.4: Tabla de (Fg(o),-)

)
w
B
9
=)

‘ H a o o o o o 1 ‘
oo o of o o 1 « ol =[x]
oo o o o 1 o o o = [x]?
dlot o a® 1 o o o o =[x]+1
oo o 1 o o o o ot = [x]* + [x]
ot 1 a o o} ot o o =+ 1] +1
a1 o o o ot o of ol =[x]>+1
1o o o o o af 1 o =1

Igual que en el ejemplo anterior, la clase de [x], que denotaremos ahora por 3, es un elemento
primitivo del cuerpo, denotado por Fg(f). Y, también igual que antes, construimos la tabla del
producto a partir de las potencias de (3 (Tabla 11.5).

Tabla 11.5: Tabla de (Fg(B),")

|- [B B B BB B 1]
BB B B P B 1 B Bl =[x

]
B8 Bt B B 1 B P B = [x?
Bt B B 1 B P B B} =[x +1
ptie B> 1 B p* p B B =L+ ]+ 1
g 1 B B p B P B =[]+1

]

BO 1 B B B B B B[ BI=LPH
A R W

Si comparamos las tablas 11.4 y 11.5, vemos que son evidentemente idénticas. Sin em-
bargo, después de substituir en estas tablas las sucesivas potencias por los polinomios corres-
pondientes, las tablas no coinciden. Es fdcil comprobar que B+ 1 es, de hecho, otro elemento
primitivo de x* 4+ x+ 1. Esto quiere decir que existe un isomorfismo ¢ de (Z[x]/(x> +x+ 1)
en (Zyx]/ (x> + x> +1)

0: Fg(a) — Fs(B)

tal que (o) =P+ 1.
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Este hecho no es casual. En general, se demuestra que todos los posibles cuerpos de un
mismo orden son isomorfos. De hecho, hemos visto ya que todos los cuerpos de orden p”
tienen sus grupos aditivos isomorfos a ((Z,)",+) y sus grupos multiplicativos son ciclicos de
orden p" — 1. Queda, por tanto, por ver que la estructura del cuerpo no depende del generador
que escogemos ni en particular, entonces, del polinomio irreductible escogido. Por razones
similares a las aludidas cuando plantedbamos la existencia de un polinomio irreductible de
cualquier grado sobre cualquier Z, con p primo, prescindiremos de presentar aqui la demos-
tracion formal sobre la existencia en general de un isomorfismo entre dos cuerpos cualesquiera
del mismo orden y recomendamos, al lector interesado en esta cuestion, la misma bibliografia.

El teorema siguiente recoge de manera concisa el resultado que acabamos de mencionar.

Teorema 11.51. Para cada nimero primo p y para cada nimero natural n, hay un tGnico cuerpo,
salvo isomorfismos, de orden p" llamado cuerpo de Galois, GF(p").

Notas bibliograficas

Aunque la parte introductoria de este capitulo, es decir, la que se refiere a las definiciones
y primeras propiedades de los anillos, se puede encontrar en cualquier libro introductorio de
algebra, nosotros preferimos recomendar, incluso para esta parte, libros de cariz aplicado, ya
que éste serd nuestro Ultimo interés y es conveniente no dispersar los objetivos en cuestiones
extremadamente tedricas. En este sentido el libro de Birkhoff y Bartee [2] puede ser de gran
ayuda. Es interesante tener mas de una referencia, y tanto el libro del Stone [5] como el
de Childs [4] pueden también ser utiles en esta primera parte. Para la dltima parte, la que
corresponde a los cuerpos finitos, recomendamos el libro de Lindl [3], teniendo en cuenta que,
si bien su calidad es indudable, su nivel es superior al de este libro. Para compensar este
desnivel, el libro de Biggs [1] es ideal. También se encuentra explicado este tema a un nivel
intermedio en los otros libros recomendados para la primera parte.
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Problemas

1. Demostrar que el producto en un anillo A es conmutativo si y sélo si para todo a,b € A,

(a+b)* =a*+2ab+b*

2. Comprobar que el conjunto de aplicaciones de un anillo A sobre él mismo, F (A), tiene
estructura de anillo con la suma y el producto de aplicaciones, es decir, que para toda
f,g € F (A) y para todo x € A se define:

(f+8)x) = f)+s)
(fe)x) = fxek)

3. Demostrar, de forma general, que el conjunto de aplicaciones de un conjunto cualquiera
X sobre un anillo A, F (X,A), tiene con las mismas operaciones del ejercicio anterior,
estructura de anillo.

4. Sea (G,+) un grupo abeliano. Demostrar que el conjunto de aplicaciones de G en G con
la suma y la composicién de aplicaciones, (End(G),+,0), es un anillo unitario. ;Tiene
divisores de cero? Estudiar el caso de G = Zy X Z».

5. Demostrar que si un anillo (A # {0}, +,) es unitario, entonces los elementos neutros de
la suma y el producto son diferentes.

6. Un anillo A en el cual todo elemento a € A es independiente de la segunda operacion, es

2

decir, a® = a, se llama anillo de Boole. Demostrar que

(a) A es de caracteristica 2 y es abeliano;

(b) para todo a,b € A se cumple que ab(a+b) =0;
(c) si A es integro, entonces A = {0} o bien A ~ Z;
(d) soélo hay un anillo de Boole de cuatro elementos.

7. SiX es un conjunto cualquiera, demostrar que (P (X),A,N) es un anillo de Boole, con la
llamada diferencia simétrica, /A, como primera operacion. Es decir, para todo C,D C X

CAD=(CUD)—(CND)
8. Consideremos en el producto cartesiano de dos anillos A; y A; las operaciones suma y

producto siguientes:

(a1,a2) + (b1,02) = (a1 +b1,a0+by)
(a1,a2)(b1,b2) (a1b1,a2b7)
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

(a) Demostrar que (A; X Az, +,-) es un anillo, llamado producto cartesiano.

(b) Estudiar cémo se trasladan la conmutatividad, la integridad y la existencia de uni-
dad de A1 y A2 aA1 X Az.

. El conjunto de elementos de un anillo A que conmutan con todos los elementos de A

Z(A)={x€A|xa=ax,Ya €A}
se llama centro de A. Demostrar que es un subanillo de A.

Dado un anillo unitario A y un elemento a € A, demostrar que la aplicacién ¢ : A — A

1

definida por ¢(x) = axa™" es un automorfismo de A.

Demostrar que el conjunto de elementos invertibles de un anillo unitario A
UA)={ucA|TacAau=ua=1}

es un subgrupo del grupo multiplicativo A*. Calcular U(Z), U (Z3), U(Z¢) y en general
U(Zy).

Demostrar que la imagen homomorfica de un cuerpo es un cuerpo.

Dado un cuerpo K, demostrar que la aplicacion f: K — K tal que f(k) = k” es un
automorfismo si K tiene caracteristica p.

Dado un subconjunto propio Y de un anillo A, consideremos el llamado anulador por la
izquierda de Y. Este es el conjunto X de elementos de A tal que

XY)={x€A|xy=0,VyeY}
Demostrar que es un ideal por la izquierda de A.

Si A es un anillo unitario, consideremos el producto cartesiano Z X A con las operaciones
siguientes:

(n,a)+ (m,b) = (n+m,a+Db)
(n,a)(m,b) = (nm,nb+ ma+ ab)

(a) Demostrar que Z X A es un anillo unitario.

(b) Demostrar que {0} X A es un ideal bilateral de Z x A.

Dar ejemplos de polinomios a(x) y b(x) de Zg[x] tales que gr(ab) < gr(a)+ gr(b). {Hay
polinomios con estas condiciones en Zs[x]? ;Por qué?

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



286

MATEMATICA DISCRETA

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

Comprobar que en Z[x] la igualdad siguiente es cierta:
(x+1)(x+11) = (x+7)(x+5)
(Es cierta también en Z3[x]? ;Por qué?
Encontrar un polinomio a(x) € Z,[x] no nulo tal que su funcién polinémica a(x) sea nula.

Demostrar que en Z,[x] (p es primo) los polinomios

alx) = xf
b(x) = «x

definen la misma funcién polinémica.

(Se puede efectuar la divisi6 euclidea en Z[x] de

a(x) = SO +2x—1
b(x) = x*>=3x+117?

Por qué?
Sean a(x),b(x) € K[x] dos polinomios primos entre si. Demostrar que
a(x)|b(x)e(x) = a(x)c(x)
Comprobar que (x+ 1)* = x> + 1 en Z3[x]. Encontrar para qué valores de 7 es cierto en

Zy|x] que

(x+D)"=x"+1

Sea a(x) € Z,[x]. Demostrar que, en general, si p es primo, entonces se cumple

(@) (a(x))? =a(x")
(b) (a(x))”" =a(x"")

Demostrar que los polinomios a(x) = x> + 1y b(x) = 2x son polinomios primos entre s
en Z[x]. Deducir que Z[x] no es principal.

Demostrar que en Z[x] el ideal generado por x> + 1 es primo pero no es maximal. ;Por
qué?

Factorizar 3x> 4 2x — 1 en Q[x], Z3[x] y ZIx].
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27.

28.

29.

30.

Encontrar un polinomio irreductible de grado tres en Zs|x].

Demostrar que ax> + bx + ¢ es irreductible en Z »lx] (p es primo), si y sélo si b? —4ac no
es un cuadrado en Z,,.

Demostrar que el grupo aditivo de Fg no es ciclico.

Construir dos representaciones de Fg y comprobar que son isomérficas.
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Capitulo 12
Estructuras combinatorias

1. Disefios combinatorios
2. Geometrias finitas
3. Cuadrados latinos

Las estructuras combinatorias estudian de manera sistemdtica la seleccion de objetos segin
unas reglas especificas, o bien, de forma equivalente, las relaciones de incidencia entre deter-
minados objetos y ciertos subconjuntos de estos objetos. La construccidon de estas estructuras
depende en gran medida de las estructuras algebraicas que se han descrito en los capitulos ante-
riores, aunque estan relacionadas también con otras ramas de la matematica, como por ejemplo
la teorfa de niimeros o las geometrias finitas entre otros.

Este capitulo pretende dar una visién general sobre estas estructuras, y dedica una aten-
cién especial a algunas de ellas como ejemplos ilustrativos importantes. La primera seccién
estd dedicada a introducir los disefios combinatorios como modelos generales de estructuras
combinatorias. En la segunda seccién se introducen las geometrias finitas y se particulariza el
estudio en los planos proyectivos y los planos afines como modelos geométricos de ciertos di-
seflos combinatorios. El capitulo finaliza con el estudio de los cuadrados latinos como modelo
combinatorio util para contrastar diferentes aspectos de un mismo fenémeno.

12.1 Disenos combinatorios

Un disefio combinatorio es un par D = (V,B) formado por un conjunto de elementos V =
{x1,x2,... ,x,}, llamado conjunto de variedades, y una familia de subconjuntos de estas varie-
dades B = {B;,B; C V'}, llamados bloques del disefio.
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El ndmero de variedades de un disefio D se denota por |[V| = v y el ndmero de sus bloques
por b = |B|.

Un disefio es, entonces, un sistema general de incidencia que nos dice cudndo un elemento
(variedad) x; € V estd en un determinado subconjunto (bloque) B; € B. Una forma qtil y
sencilla de representar el sistema es a partir de lo que se llama su matriz de incidencia.

1, SixiEBj

A= (@)oo, “"1:{0 six; ¢ Bj
) i j

Por ejemplo,

=

Il
o = O O O
o = O O O
S = O = O
O = = = O

corresponde a la matriz de incidencia de un disefio D = (V,B), con conjunto de variedades
V ={1,2,3,4,5} y conjunto de bloques:

B= {{4}, {4}a {274}v {2a374}}

Observar que se admite la posibilidad que B tenga bloques repetidos. Cuando éste no es el
caso, se dice que el disefio es simple.

Se dice que dos disefios D = (V,B) y DE = (V',B’) son isomorfos si se puede obtener
uno del otro reordenando variedades o bloques. Es decir, sus matrices de incidencia, A y
A’, se obtienen una de la otra intercambiando filas (variedades) o columnas (bloques). Mads
concretamente, D es isomorfo a D’ si existen matrices de permutaciones Py Q (de dimensiones
v X vy b x b respectivamente) tales que,

A = PAQ

Por ejemplo, el disefio D’ que tiene por matriz de incidencia

Al =

—_—_—= O O
- = O O O
- o O O O
- o O O O
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es isomorfo al disefio D descrito anteriormente, ya que existen dos matrices de permutaciones
Py Q tales que:

1 0000 0000 00 0 1
00001 0011 00 1 0
A=[00100 0 001 OloozPAQ
01000 1111 L 00 0

00010 0000

Esto corresponde a intercambiar las variedades y los bloques segtin las biyecciones siguientes:

/

X1 — X=X
N ’ B, — B4:Bll

X2 X4 = X2
N ’ B, — B3:B12

X3 X3 =X3
N ’ B; — B2:BI3

X4 X5 =X 4
/ By — B]ZBI4

X5 — Xp=Xj5

Hay diversas maneras de utilizar un disefio D = (V, B) para construir otros disefios relacio-
nados con él. Quiz4d la més sencilla de todas es la que corresponde al llamado disefio dual, en
el cual las funciones de las variedades y de los bloques se intercambian. De forma m4s precisa,
si denotamos el disefio dual de D = (V,B) por

DT =T ,B")=(B,V)

entonces cada variedad x € V corresponde a un bloque de B y cada bloque B € B corresponde
a una variedad de V7. Las incidencias en D7 vienen dadas por la regla siguiente: una variedad
B e VT estden el bloque x € BT siysélosix €V esdeBcB.

Por ejemplo, dado el disefio D = (V,B), con V = {1,2,3,4,5,6} y el conjunto B formado
por los bloques:

By ={1,2,3} Bs={2,4,5}
By=1{1,4,5} Be=1{2,4,6}
By =1{1,2,6} B;={3,4,5}
By=1{1,3,6} Bg={3,56}

su disefio dual DT = (VT BT) tiene como conjunto de variedades V! = {1,2,3,4,5,6,7,8} y
como conjunto de bloques B” el formado por

31:{1727374} B4:{2757677}
32:{1737576} 35:{2757778}
B3 ={1,4,7,8} Bs={3,4,6,8}
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A partir de la definicién esta claro que el disefio dual del disefio dual es el propio disefio,
(DT)" =D. Se puede demostrar como ejercicio la relacién entre las matrices de incidencia de
un disefio y su dual:

Proposiciéon 12.1. Si A es la matriz de incidencia de un disefio D, entonces la matriz trans-
puesta AT es la matriz de incidencia del disefio dual D7

A partir de un disefio D = (V,B) también se puede definir la estructura que se obtiene al
reemplazar cada bloque B; € B por su complemento B; =V \ B;. De esta manera se obtiene
otro disefio sobre el mismo conjunto de variedades con el mismo nimero de bloques, llamado
diseiio complementario de D y que denotaremos por

D= (V,B)=(v,B)

Por ejemplo, la matriz

2

Il
— O =
— O =
— O = OO =
- o O O =

es la matriz de incidencia del disefio complementario del primer disefio considerado. Los
respectivos conjuntos de bloques figuran a continuacion:

B = {{4}7{4}7{254}7{27354}}
B = {{1,2,3,5},{1,2,3,5},{1,3,5},{1,5}}

Diseiios regulares

El estudio sistemdtico de estas estructuras hace necesaria la consideracién de ciertas restriccio-
nes sobre las relaciones de incidencia. Las mds bdsicas son las que figuran a continuacién y
caracterizan los disefos que las cumplen.

Se dice que un disefio D = (V,B) es

a) incompleto si existe algin bloque B; € B tal que, |B;| < v;
b) uniforme si cada bloque tiene el mismo ndmero (k) de variedades;

c¢) regular si cada variedad pertenece al mismo niimero (r) de bloques.
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Es fécil comprobar que los subconjuntos de V = {1,2,3,4,5,6}

By ={1,2,3} Bs=1{2,4,5}
By ={1,4,5} Be=1{2,4,6}
Bs={1,2,6} B;=1{3,4,5}
By={1,3,6} Bg=1{3,56}

constituyen los bloques de un disefio que cumple estas condiciones.
Estas restricciones en las relaciones de un disefio se traducen en la correspondiente matriz
de incidencia en las condiciones siguientes:

a) existe alguna columna con algtn O;
b) cada columna tiene el mismo nimero (k) de 1;
¢) cada fila tiene el mismo nimero (r) de 1.

La matriz de incidencia del disefio anterior es:

11110000
10101100
A 10010011
01001110
01 001011
00110101

Ejercicio 12.2. Demostrar que si A € M,,(Z;) es la matriz de incidencia de un disefio uni-
forme y regular, entonces, si J,, denota la matriz n X n con todos los términos iguales a 1, se
cumple:

b) JJA =kJ,xp
c) AJp =rJyxp

Estas fueron las condiciones que propuso R. A. Fisher en 1940 para obtener un buen mo-
delo estadistico para comparar diferentes marcas de un mismo producto. En este caso, un
determinado nimero de personas, b, tiene que probar v marcas de un determinado producto de
manera que cada persona tiene que probar el mismo nimero, k, de marcas y cada marca tiene
que ser probada por el mismo ndmero, r, de personas. Estd claro que si cada persona prueba
todas las marcas, entonces el problema tiene solucion, considerando, por ejemplo, la relacién
de pardmetros, b = v = k = r. Pero esta solucién es demasiado costosa y es conveniente buscar
otras con k < .
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Esta seccién la dedicaremos al estudio de este tipo de estructuras, a las que nos referire-
mos como disefios regulares, o directamente como disefios, e indicaremos sus pardmetros con
(v,k,r). El ndmero de bloques de un (v,k,r) disefio no es arbitrario. Es inmediato comprobar
que si existe un disefio regular, sus pardmetros tienen que cumplir la relacién siguiente:

Proposicion 12.3. En todo disefio regular de pardmetros (v, k,r) se cumple:

bk =rv

Demostracion. Es suficiente observar que el nimero (n) de incidencias se puede contar de dos
maneras diferentes:

1. n = bk, ya que hay b bloques con k variedades;
2. n=rv, ya que cada variedad pertenece a r bloques.

g

Ejercicio 12.4. Demostrar que si una matriz A € M, y;,(Z,) cumple las condiciones del ejerci-
cio 12.2, entonces A es la matriz de incidencia de un disefio regular con pardmetros (v,k,r).

t-disenos

Se puede aumentar la regularidad de un disefio exigiendo que cada z-subconjunto de variedades,
donde 1 <1 < k < v, esté contenido en el mismo nimero (L) de bloques. En este caso, el sistema
correspondiente se llama z-diserio y se denota por

t-(V,k, )")

Los disefios regulares son por tanto 1-disefios, tomando t = 1 y A = r. La proposicién 12.3
se puede obtener también como caso particular del teorema siguiente, que nos dice cudl es la
relacién que tienen que mantener los pardmetros de cualquier z-disefio. Su demostracion es
también una generalizacion del razonamiento utilizado en el caso de disefios regulares.

Teorema 12.5. El nimero de bloques de un ¢-(v,k,A) disefio es

0
"M
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Demostracion. Sea (V,B) un t-(v,k,\) disefio. Para obtener el resultado contaremos de dos
maneras diferentes el nimero de pares (7, B), donde T es un ¢-subconjunto de V 'y B € B esun
bloque que contiene el subconjunto 7.

El ndmero de t-subconjuntos contenidos en un bloque es (lt‘) y por tanto hay b(lt‘) de estos
pares. Por otra parte, (f) es el nimero de z-subconjuntos de V y A es el nimero de bloques que
contienen 7'y por tanto el nimero de pares (T, B) es también A(}). O

Esta condicién, contrariamente al caso de los 1-disefios, no es suficiente para la existencia
del disefio correspondiente. Por ejemplo, se ha demostrado la no existencia de ningtn disefio
con parametros 2-(43,7,1) o 10-(16,72,1). Es necesario, por tanto, encontrar recursos que
faciliten la obtencién en general de #-disefios, o al menos, que nos aseguren su no existencia.

Siguiendo el mismo tipo de razonamiento, se puede generalizar el resultado anterior:

Teorema 12.6. El nimero de bloques, A, de un z-(v,k,,) disefio que contienen un determina-
do s-subconjunto S C V, con s < t, es

Demostracion. Sea (V,B) un 7-(v,k,A) disefio. Contemos ahora de dos maneras diferentes
el nimero de pares (7,B), donde T es un f-subconjunto de V que contiene un determinado
s-subconjunto S, y B € B es un bloque que contiene 7.

El nimero de z-subconjuntos que contienen S y estdn contenidos en un determinado blo-
k—s
t—s
t-subconjuntos que contienen S es (

que es ( ), y el nimero de bloques que contienen S es A,. Por otra parte, el nimero de
V—s

t—s

}\‘S<k—s> :xt<v—s>
r—s r—s

), y el ndmero de veces (bloques) que aparece cada
t-subconjunto es A,. De donde:

O

Observemos que el valor Ay, obtenido en el teorema anterior, no depende del conjunto S
que se ha considerado: todos los subconjuntos de tamafo s estin contenidos en A, bloques.
Como consecuencia inmediata deducimos que un ¢-disefio tiene que ser también un s-disefio
paral < s <t

Corolario 12.7. Todo r-disefio es también un s-disefio, para todo 1 < s < 7.
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Por ejemplo, los subconjuntos de {1,2,3,4,5,6,7,8}

{1,2,3,5} {2,3,4,7}
{1,2,4,8} {2,3,6,8}
{1,2,6,7} {2,4,5,6}
{1,3,4,6} {2,5,7,8}
{1,3,7,8} {3,4,5,8}
{1,4,5,7} {3,5,6,7}
{1,5,6,8} {4,6,7,8}

constituyen los bloques de un 3-(8,4,1) disefio , ya que, como es fécil comprobar, cualquier
3-subconjunto aparece una tnica vez. Es facil comprobar también que cualquier 2-subconjunto
aparece en tres bloques diferentes, por ejemplo el par {1,3} aparece en los bloques {1,2,3,5},
{1,3,4,6} y {1,3,7,8}. Asi, estos bloques son también bloques de un 2-(8,4,3) disefio y
también de un 1-(8,4,7) disefio. Es inmediato comprobar, sin embargo, que no constituyen un
4-disefio, ya que no aparece, por ejemplo, el 4-subconjunto {1,2,3,4}.

A causa de la dificultad que supone la construccion de un ¢-disefio en general, es interesante
como minimo poder obtener algunos disefios a partir de otros conocidos. En este sentido, el
teorema anterior (12.6) nos proporciona también un recurso qtil.

Dado un ¢-disefio D = (V,B) y un s-subconjunto S de V, con s < ¢, se define lo que llama-
remos disefio s-derivado de D respecto de S'y que denotaremos por

Ds = (Vs,Bs)
donde Vs =V \ Sy
BS = {Bi\S,Bi €B ISCBi}

Es decir, un disefio s-derivado es el que se obtiene de un ¢-disefio suprimiendo s < ¢ variedades
de V y de cada uno de los bloques de D que contienen cada una de estas s variedades. Si
S s6lo tiene un elemento, entonces se dice que Dy es una contraccion de D respecto del 1-
subconjunto S.

Por ejemplo, los disefios s-derivados del disefio 3-(8,4, 1) descrito anteriormente son los
disenos 2-(7,3,1) yel 1-(6,2,1), que figuran a continuacién y que se obtienen suprimiendo de
3-(8,4,1) los subconjuntos S = {8} y § = {7,8} respectivamente.

{1,2,4}, {2,3,6}, {1,3,7}, {2,5,7}, {1,5,6}, {3,4,5}, {4,6,7}
{1,3}, {2,5}, {4,6}

Cabe observar que 2-(7,3,1) es una contraccién de 3-(8,4,1).
Es inmediato comprobar, como consecuencia del teorema 12.6, que Dg es efectivamente
un ¢-disefio con los pardmetros que figuran a continuacion.
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Corolario 12.8. Si existe un 7-(v,k,A) disefo, existe también el disefio s-derivado con parame-
tros (1 —s)-(v—s,k—s,\), paratodo 1 <s < 1.

En el mismo sentido se puede definir lo que llamaremos disefio s-residual de un ¢-disefio,
D = (V,B) respecto de un s-subcunjunto S de V, con s < t,

DS = (v5,B%)
donde VS =V \Sy
BS={B;cB:B,NS=0}

Es decir, un disefio s-residual es el que se obtiene de un #-disefio suprimiendo un subconjunto
de cardinal inferior a ¢ del conjunto de variedades V y como bloques se consideran los del
disefio original que no contienen ningtin elemento de este subconjunto.

Por ejemplo, los disefios s-residuales que se obtienen del disefio 3-(8,4, 1) descrito ante-
riormente suprimiendo del conjunto de variedades los subconjuntos S = {8} y S = {7,8} son
respectivamente los que figuran a continuacion:

{1,2,3,5}, {1,2,6,7}, {1,3,4,6}, {1,4,5,7}, {2,3,4,7}, {2,4,5,6}, {3,5,6,7}
{1727375}7 {1737476}7 {2747576}

Cabe observar que a diferencia de los disefios s-derivados, los disefios s-residuales tienen todos
la misma uniformidad, es decir, los bloques que se obtienen son todos del mismo tamaifio que
los originales.

La proposicién siguiente permite deducir que esta construccidn proporciona efectivamente
un nuevo #-disefo.

Proposicion 12.9. El nimero de bloques de un #-(v,k,A;) disefio que no contienen ninguna
variedad de un determinado s-subconjunto S C V, con s < ¢, es

v—s
_o )
A =N ¢
k—t
Teorema 12.10. Si existe un 7-(v,k, A) disefio, existe también el disefio s-residual con pardme-
tros (1 —s)-(v —s,k,u), paratodo 1 < s <t.
Ejercicio 12.11. Demostrar el teorema 12.10 usando la proposicién 12.9.

Se puede demostrar sin excesiva dificultad que el disefio complementario de un #-disefio es
también un 7-disefio. Al final de esta seccion se deducirdn los pardmetros del complementario

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



298 MATEMATICA DISCRETA

de un 2-disefio. Usando el mismo tipo de razonamiento, se pueden deducir los pardmetros del
complementario de un #-disefio en general.

Desgraciadamente no existen resultados generales que faciliten la obtencién de 7-disefios.
Un breve repaso histérico dard una idea de la dificultad del problema y de su estado actual.

Es preciso mencionar que, para ¢t > 4, se conocen muy pocos ¢-disefios. Por ejemplo, no
fue hasta 1976 que se obtuvieron los primeros 5-disefios de pardmetros

5-(12,6,1), 5-(24,6,1), 5-(28,6,1), 5-(48,6,1), 5-(84,6,1)

En 1978, W. Mills construy6 un 5-(72,6,1) disefio y desde entonces hasta 1986, en que D.
Kreher y S. Radziszowski encontraron el primer 6-disefio, 6-(14,7,4), no se obtuvo nada nue-
vo. De hecho, los especialistas en el tema conjeturaban la no existencia de tales disefios. Fue
L. Teirlinck, en el afio 1987, quien contradijo esta sospecha demostrando la existencia de un
t-disefo para cualquier valor de ¢. Pero los disefios que se obtienen a partir de su demostra-
cién tienen unos pardmetros extraordinariamente grandes y, por tanto, la obtencion de ejemplos
pequeiios es ain un problema abierto.

Dentro de la clasificacién general de los ¢-disefios hay, sin embargo, dos casos especial-
mente importantes de los cuales es mas facil obtener informacién. Estos son, de hecho, los
que dieron origen a esta teoria de disefios y que estdn relacionados, cronolégicamente hablan-
do, con problemas geométricos surgidos en el siglo pasado (J. Steiner, 1844) y con problemas
estadisticos tratados en este siglo (R. A. Fisher, 1940):

1. Los llamados sistemas de Steiner son t-disefios en los cuales A = 1 y se denotan habi-
tualmente por

S(t,k,v)

2. Los llamados BIBD (abreviacién de su denominacién inglesa Balanced Incomplete Block
Design) son 2-disefios, es decir, ¢t = 2. En este caso se dice que A es el pardmetro que
mide el equilibrio del disefio y el 2-disefio correspondiente se llama equilibrado y se
denota normalmente por

(v,b,r,k,\)-BIBD

(Existen disefios para cualquier valor de estos pardmetros? La respuesta a esta cuestién no
es hoy en dia atn del todo satisfactoria, como veremos a continuacién.

Sistemas de Steiner

Cualquier sistema de Steiner, ademds de las condiciones generales como z-disefio, cumple la
condicién adicional siguiente:
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Teorema 12.12. En cualquier sistema de Steiner, S(¢,k,v), se cumple:
v (t+1)(k—1+1)

Demostracion. Sea (V,B) un S(¢,v,k) disefio. En primer lugar, observemos que en cualquier
sistema de Steiner dos bloques diferentes tienen como maximo (¢ — 1) variedades en comun.

Observemos también que debe existir algin (z + 1)-subconjunto que no esté en ningin
bloque. Sea X alguno de estos (7 + 1)-subconjuntos.

Para cada uno de los (7 + 1) 7-subconjuntos 7 C X de V, existe un unico bloque, By € B,
que contiene 7. Cada uno de estos By bloques contiene k — ¢ variedades que no son de X y
cada variedad de V \ X esta contenida como maximo en uno de estos By bloques, ya que estos
Br bloques tienen siempre ¢ — 1 variedades de X en comdun.

Deducimos, por tanto, que la unién de todos estos By bloques contiene

v>|UBr|=|X|+ Y |Br\X|=(+1)+ (t+1)(k—1)
TCcX
variedades, como querfamos demostrar. U

Como consecuencia de este teorema podemos deducir, por ejemplo, la no existencia del
10-disefio que hemos mencionado anteriormente, S(10,16,72), ya que 72 < 11-7.

Los sistemas de Steiner mds conocidos y mds sencillos son los llamados sistemas triples
de Steiner constituidos por bloques de tamafio tres, es decir, S(2,3,v) y que habitualmente se
denotan por

STS(v)
Como ejemplo consideremos STS(9), que tiene por bloques los que figuran a continuacion:

{1,2,3} {2,4,8}
{1,4,7} {2,5,9}
{1,5,8} {2,6,7}
{1,6,9} {3,4,9}
{4,5,6} {3,5,7}
{7,8,9} {3,6,8}

Como consecuencia del teorema 12.5, el nimero de friplos (bloques) de un sistema triple de
Steiner es b =v(v—1)/6 y ésta es por tanto una condicidn sencilla para deducir la no existencia
de un S(2,3,v). Por ejemplo, no existe ningtin S(2,3,8). Esta expresion nos permite deducir
también que el sistema triple de Steiner mds pequefio es el STS(7) descrito a continuacion:

{1,2,4} {2,3,5}
{1,3,7} {2,6,7}
{1,5,6} {3,4,6}

{4,5,7}
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Proposicion 12.13. El nimero de bloques en un sistema triple de Steiner, STS(v) es
b=v(v-1)/6
Ejercicio 12.14. Demostrar que no existe ningdn STS(v) para valores de v =4,5,6.

Los 2-sistemas de Steiner son un caso particular de BIBD y los trataremos en el apartado
siguiente. Un ejemplo de 3-sistema de Steiner estd descrito en 12.1. Los sistemes de Steiner
mds interesantes son los que corresponden a valores de ¢ > 3 y son también los de m4s dificil
obtencion. Por ejemplo, para ¢ > 4, Ginicamente se conocen las contracciones de los 5-disefios
mencionados anteriormente (12.1):

S(4,5,11), S(4,5,23), S(4,5,27), S(4,5,47), S(4,5,83)

BIBD

Si centramos ahora la atencién en los 2-disefios (BIBD), el problema en general de su obtencién
es también un problema abierto, pero en este caso hay mds resultados parciales y de mas facil
tratamiento, como veremos a continuacion.

En primer lugar sabemos que en cualquier 2-(v,k,A) disefio se cumple:

1. bk=vr
2. r(k—1)=A(v—1)

La primera de estas condiciones es consecuencia de la regularidad del disefio y la segunda se
obtiene del teorema 12.6 tomando s = 1.

Estas condiciones necesarias, sin embargo, sabemos también que no son suficientes. En
particular, no existe ningin (43,7, 1)-BIBD.

El siguiente teorema, conocido como desigualdad de Fisher, proporciona una condicién
muy sencilla para la no existencia de BIBD. Este resultado se obtiene teniendo en cuenta el
comportamiento de las matrices de incidencia de estos disefios.

Proposicion 12.15. Si A es la matriz de incidencia de un (v,b,r,k,A)-BIBD, entonces
AAT = (r= NI+

Demostracion.

b b
AAT — Ci = Zh:l a,'zh = Zh:1 ajp =7r
- (Cij)VXV7 _ b _ }\'
Cij = Xp_1QinQjn =
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Observar que los elementos de la diagonal de AA” son todos iguales a r como consecuencia de
la regularidad del disefio, y el resto son todos iguales a A como consecuencia de su equilibrio.
Asi,

r Ao A
AT Aor A
A r

O

Teorema 12.16. El nimero b de bloques de un (v,b,r,k,A)-BIBD es como minimo igual al
ndmero v de variedades:

b>v

Demostracion. Calculamos de forma inmediata el determinante de AA”, restando la primera
fila de las otras filas y sumando a la primera columna la suma del resto de columnas, para

obtener
(rE=DA) A A
AAT| = " N T = (et - -
0 0

Usando la condicién que proporciona el equilibrio del disefio y teniendo en cuenta que r > A,
deducimos que

IAAT | = (r4+ (k= 1)) (r=A)" =rk(r=2)""1 #0
Finalmente, se obtiene el resultado teniendo en cuenta que
v = rang(AAT) < rangA < min(v,b)
O

Si se considera el caso limite de la desigualdad de Fisher, es decir, igual nimero de bloques
que de variedades, se obtienen los llamados disefios simétricos, que se denotan habitualmente
por

(v,k,)-SD
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De la igualdad bk = vr, deducimos que en un disefio simétrico, k = r.

El ejemplo mds pequefio y también més conocido de disefio simétrico es el (7,3,1)-SD,
que ya hemos considerado anteriormente como sistema triple de Steiner y que trataremos de
nuevo en la seccién siguiente como ejemplo importante de geometria finita.

La simetria de los disefios es una caracteristica que se pierde con facilidad cuando se mani-
pulan estos disefios para obtener otros. Por ejemplo, el dual de un disefio simétrico no siempre
es simétrico.

Ejercicio 12.17. Buscar un ejemplo de un disefio simétrico tal que su dual no lo sea.

Es facil comprobar, sin embargo, que el disefio complementario de un disefio simétrico es
también simétrico.

Proposicion 12.18. El disefio complementario de un disefio simétrico (v,k,A)-SD es también
un disefio simétrico de pardmetros (v,v —k,b —2r+A)-SD, si b—2r+A > 0.

Demostracion. Sea D = (V,B) un disefio simétrico de pardmetros (v, k,A)-SD. Es inmediato
comprobar, a partir de la definicién, que el disefio complementario D = (V,B) cumple |V| =,
|B| =b=vy que todo B € B tiene cardinal |B| = v — k.

El pardmetro de equilibrio de D, A, se obtiene descontando del niimero de bloques b de B
aquellos que contienen una determinada pareja {x,y} de V, A, y también aquellos bloques que
s6lo contienen alguno de los elementos x o y, r. Tenemos, por tanto:

A=b—-2(r—A)—A=b—-2r+Ax
U

Como ejemplo, el disefio (7,4,2)-SD que figura a continuacién es complementario del
(7,3, 1)-SD descrito anteriormente como sistema triple de Steiner.

{3,5,6,7} {1,4,6,7}
{2,4,5,6} {1,3,4,5}
{2,3,4,7} {1,2,5,7}

{1,2,3,6}

Se pueden obtener 2-disefios de dos maneras especiales a partir de disefios simétricos, con-
siderando en los dos casos como punto de referencia un bloque del disefio original. Estas cons-
trucciones aparecen como generalizaciones de ciertas construcciones geométricas que veremos
en la préxima seccién. La denominacién de estas construcciones puede llevar a confusion, ya
que son similares a otras introducidas por #-disefios.
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Dado un disefio simétrico D = (V,B), se define el disefio derivado de D respecto de un
bloque B € B,

Dg = (V3,Bp)

como el disefio que tiene por conjunto de variedades el propio B, Vg = B y como conjunto de
bloques el que se obtiene de intersectar todos los otros bloques de B con el propio B:

B = {BiﬂB, B; € B \B}

Si consideramos el disefio (15,7,3)-SD, con conjunto de bloques

B, = {1,2,3,4,5,6,7} Bs = {2,4,6,8,10,12,14}
B, = {1,2,3,8,9,10,11} By = {2,4,6,9,11,13,15}
By = {1,2,3,12,13,14,15} B = {2,5,7,8,10,13,15}
B, = {1,4,58,9,12,13} B = {2,5,7,9,11,12,14}
Bs = {1,4,5,10,11,14,15} B, = {3,4,7,8,11,12,15}
Be = {1,6,7,8,9,14,15} Bis = {3,4,7,9,10,13,14}
B; = {1,6,7,10,11,12,13} B = {3,5,6,8,11,13,14}

Bis = {3,5,6,9,10,12,15}

su disefio derivado respecto el bloque B; es el disefio que tiene como conjunto de variedades
Vg =B ={1,2,3,4,5,6,7} y tiene por bloques

B, = {1,2,3} By = {2,4,6}
B, = {1,2,3} By = {2,5,7}
By = {1,4,5} By = {2,5,7}
B, = {1,4,5} B, = {3,4,7}
Bs = {1,6,7} B, = {3,4,7}
By = {1,6,7} Bz = {3,5,6}
B; = {2,4,6} By = {3,5,6}

Comprobar que identificando los bloques iguales el disefio que se obtiene es isomorfo al disefio
simétrico (7,3,1)-SD.
Se define también el residual de D respecto de un bloque B € B,
D2 = (vB,B?)

como el disefio que tiene por conjunto de variedades el que se obtiene suprimiendo B de V,
VB =V \ By como conjunto de bloques el que se obtiene suprimiendo los elementos de B de
todos los otros bloques:

B = {B;\B, B;c B\B}
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Como ejemplo, consideremos el disefio residual del disefio (7,3, 1)-SD respecto del bloque
B ={3,4,6}. Asi tenemos V& = {1,2,5,7} y como conjunto de bloques se obtiene

BY = {{1,2},{2,5},{5,7},{5,1},{7.2},{7,1}}

Se puede comprobar sin dificuldad que en los dos casos se obtienen BIBD con los pardme-
tros que figuran a continuacion:

Proposicion 12.19. Dado un disefio simétrico de pardmetros (v,k,A)-SD, su disefio derivado
tiene parametros (k,v —1,k—1,A,A— 1)-BIBD.

Proposicion 12.20. Dado un disefio simétrico de pardmetros (v,k,A)-SD, su disefio residual
tiene parametros (v — k,v— 1,k,k —A,A)-BIBD.

Los disefos simétricos constituyen la clase mas estudiada de disefios. En particular cum-
plen una condicién muy simple respecto de lo que se llama orden del disefio, que se define
como k — A. Esta condicién fue obtenida por Bruch, Ryser y Chowla en 1950 y se conoce
directamente como la condicién BRC.

Teorema 12.21. Si el nimero v de variedades de un (v,k,A)-SD es par, entonces el orden del
disefio, k — A, es un cuadrado.

Demostracion. La matriz de incidencia del disefio (v,k,A)-SD es cuadrada y entonces
AAT| = AP = (4 (= DR (=)' =Kk =)
por tanto, (k —A)"~! debe ser un cuadrado. Si v es par, entonces k — A es un cuadrado. O

Los mismos autores obtuvieron también una condicién necesaria para la existencia de un
disefio simétrico con un nimero impar de variedades. La demostracion en este caso es mds
complicada y usa resultados de teoria de nimeros que no tienen cabida en este libro.

Teorema 12.22. Si el nimero v de variedades de un (v,k,A)-SD es impar, entonces existen tres
ndmeros enteros x, Y, z tales que

2 = (k=M% + (=1) D722

No se conoce ningtin conjunto de pardmetros que cumpla las condiciones de los teore-
mas 12.21 o 12.22 para el cual no exista el disefio simétrico correspondiente. Pero la suficien-
cia de este resultado es alin un problema abierto. Por ejemplo, no se ha podido determinar la
existencia de un disefio de pardmetros (111,11, 1)-SD.
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12.2 Geometrias finitas

Una geometria finita es un sistema particular de incidencia en el cual, a partir de una determina-
da axiomatica, se define una cierta familia de subconjuntos de un conjunto finito de elementos
llamados puntos. En particular, una geometria finita es un disefio combinatorio en el que se
consideran las variedades como puntos.

En funcién de la axiomdtica definida aparecen diferentes estructuras geométricas. Unas
de las més sencillas son las llamadas geometrias lineales finitas, en las cuales la axiomética
se refiere a propiedades que deben cumplir ciertos subconjuntos de puntos llamados lineas o
rectas. Asi, si P={pi,p2,...,py} representa un conjunto de puntos, el conjunto de lineas serd
un determinado subconjunto de las partes de P, L= {l,l,,... Iy} C P (P) y la correspondiente
geometria se representa por

G=(PL)

El nimero de puntos de una linea / € L lo notaremos por |I| = |{p € P,p € I}|. Como
veremos a continuacion, es util considerar el conjunto de lineas que contienen un determinado
punto p. Representamos este conjunto por L, = {l € L | p € I}.

De hecho son las geometrias casi-lineales las que tienen la axiomatica mas simple:

QL0 Paratodo!/ € L,

I|>2
QL1 Paratodo p,q € P, |L,NL,| <1

El primero de estos axiomas no es propio de estas geometrias, sino que lo comparten todas
las geometrias finitas no triviales. El segundo es por tanto el que las caracteriza y asegura que
dos puntos cualesquiera estdn como médximo en una linea. Siimponemos que haya exactamente
una linea que los contenga, obtenemos la axiomdtica propia de una geometria lineal finita:

L0 Paratodol/ € L,|l| >2

L1 Paratodo p,g € P, |L,NL,| =1

Planos proyectivos

La geometria proyectiva tiene sus origenes en el siglo IV (Pappus de Alejandria) pero no fue
hasta el siglo XVI, mediante los pintores flamencos, que se le dio importancia, y atin se demo-
16 tres siglos méds para hacer sistemdtico y riguroso su estudio (Boole, Cayley, Sylvester, siglo
XIX). La version finita de las geometrias proyectivas tiene miltiples aplicaciones en combina-
toria relacionadas con la construccién de ciertos disefios simétricos y también con la obtencién
de lo que se llaman cuadrados latinos, que estudiaremos en la préxima seccion.
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Afiadiendo condiciones a las descritas anteriormente para geometrias lineales, se obtienen
tipos especiales de geometrias lineales finitas. En particular si se considera que dos lineas
diferentes siempre tienen un Gnico punto en comun, y que existen como minimo cuatro puntos
no colineales tres a tres (esto, como veremos, evita casos triviales), se obtiene lo que se llama
plano proyectivo finito. Asi, un plano proyectivo es una geometria lineal finita que cumple los
axiomas siguientes:

PO Paratodol/ €L,

I|>2
P1 Paratodo p,q€ P, |L,NL,| =1
P2 Paratodo [,I'€ L, |INIl'| =1

P3 Existen p,q,s,t € P, no colineales tres a tres

Observar que en un plano proyectivo todas las rectas se cortan, de manera que no se satis-
face el axioma de Euclides, que afirma que por un punto exterior a una recta pasa una unica
paralela.

El plano proyectivo mds pequefio es el plano de Fano que aparece en la figura 12.1.

Figura 12.1: Plano de Fano

(Existen planos proyectivos con cualquier nimero de puntos? Comprobaremos que la
respuesta a esta pregunta es negativa si descartamos los casos llamados degenerados que se
muestran en la figura 12.2.

Ejercicio 12.23. Comprobar que no existe ningiin plano proyectivo no degenerado de cuatro
puntos.

Es preciso observar en primer lugar que el axioma P3 se impone para eliminar los casos
degenerados. Es preciso observar también que P1 y P2 son condiciones duales, es decir, que
se obtienen una de la otra intercambiando puntos por lineas. En particular, también se verifica
el dual de P3.
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)

Iy
p1 P2

Figura 12.2: Planos proyectivos degenerados

Proposicion 12.24. En un plano proyectivo hay al menos cuatro lineas tales que tres cuales-
quiera de ellas no contienen un mismo punto.

Demostracion. Sean p,q,r,s € P cuatro puntos no colineales tres a tres. Entonces tres de las
lineas ,4,14r,1ps, ;s nO tienen ningin punto en comun. Por ejemplo, si 4, [y, 15 tuviesen un
punto 7 en comun, las lineas /y, [, y I coincidirian, ya que las dos primeras y las dos dltimas
tendrian dos puntos en comun y psr serian colineales. U

Este resultado junto con los tres axiomas P1, P2 y P3 hacen que cualquier resultado sobre
planos proyectivos tenga su dual (intercambiando puntos por lineas). Se dice por tanto que los
planos proyectivos verifican lo que se llama principio de dualidad.

El comportamiento regular de los planos proyectivos se evidencia mediante los siguientes
resultados que ponen de manifiesto al mismo tiempo este principio de dualidad.

Teorema 12.25. En un plano proyectivo, todas las lineas contienen el mismo nimero de puntos
y cada punto pertenece al mismo ndmero de lineas.

Demostracion. Para demostrar que cada linea contiene el mismo nimero de puntos, estable-
cemos una biyeccion entre los puntos de dos lineas diferentes [ y I’. Para ello, consideremos
x € P tal que no sea un punto de /U1,

La proyeccién sobre I’ de cada punto p € [ respecto al punto x es el punto p’ € I’ que se
obtiene como interseccién de la linea I, con I":

p=0Inlk,

tal como se puede ver en la figura 12.3.

Observar que si p,q € I, p # g, entonces p' # ¢' (axioma P2). Por tanto, la proyeccion es
una biyeccion.

Por el principio de dualidad, también es cierto que cada punto pertenece al mismo nimero
de lineas. U
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Figura 12.3: Proyeccion respecto a x
Teorema 12.26. En un plano proyectivo, el nimero de puntos que contiene cada linea es igual
al nimero de lineas que pasan por cada punto.

Demostracion. Sea (P,L) un plano proyectivo. Consideremos [ € L'y x € P\ /. Entonces la
aplicacion que a cada punto p € [ le asigna la linea /), es una biyeccion entre el conjunto de
puntos de [ y el conjunto de lineas que pasa por x. U

Teorema 12.27. Un plano proyectivo con m + 1 puntos en cada linea tiene m? 4+ m + 1 puntos.
Demostracion. Si v es el nimero de puntos de un plano proyectivo, entonces
v=(m+1)m+1

donde (m+1) es |L,|, es decir, el nimero de lineas que contienen un determinado punto p € P,
ymes|l|—1,1€L,.

m+1

Figura 12.4: Nimero de puntos de un plano proyectivo

Observemos que éstos son efectivamente todos los puntos del plano, ya que, si existiese
algtin punto g que no fuese de L, también tendria que existir (axioma P1) la linea /,,, € L, que
lo une a p. ]

El principio de dualidad nos garantiza que el ntimero de lineas de un plano proyectivo es el
mismo que el nimero de puntos, es decir, m?> +m+ 1.
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En particular, no existen planos proyectivos con 5 o 6 puntos. Observar también que para
m = 1, el plano que se obtiene es degenerado. Por tanto, tal como se ha comentado anterior-
mente, el plano proyectivo mas pequefio es el plano de Fano con m = 2. Para m = 3 se obtiene
un plano proyectivo con 13 puntos, que estd representado en la figura 12.5.

Figura 12.5: Plano proyectivo de 13 puntos

Al ndmero m se le dice orden del plano proyectivo. Un plano proyectivo de orden m se
denota habitualmente por

PG(2,m)

De momento sabemos que cualquier plano proyectivo debe tener m? +m + 1 puntos; sin
embargo, ¢existe un plano proyectivo para cualquier valor de m? Podemos obtener la respuesta
identificando los planos proyectivos con unos ciertos disefios simétricos. Si se consideran
los puntos de PG(2,m) como variedades y las lineas como bloques, se obtiene un 2-disefio
simétrico con los pardmetros que figuran a continuacion:

(V.B) < (RL)
(m>4+m+1,m+1,1)-SD < PG(2,m)
v=b < m*+m+1
k=r < m+1
R |

Se puede observar como consecuencia del axioma P1 que A = 1, y se puede comprobar
también que se cumplen las condiciones de regularidad de todo disefio simétrico. Por ejemplo,

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



310 MATEMATICA DISCRETA

el plano proyectivo de la figura 12.5 corresponde al disefio (13,4, 1)-SD, cuyos bloques figuran
a continuacion:

B, = {1,2,3,11} By = {3,5,7,10}
B, = {1,4,7,13} By = {3,6,9,13}
B; = {1,5,9,12} By = {3,12,8,4}
B, = {1,10,6,8} B = {4,5,6,11}
Bs = {2,6,12,7} B, = {7,8,9,11}
Be = {2,4,10,9} Bi; = {10,11,12,13}

B, = {2,5,8,13}

Est4 claro, por tanto, que todo plano proyectivo es una representacién geométrica de un
determinado disefio simétrico. En sentido contrario también es cierto, es decir, cualquier (m?> +
m—+ 1,m+ 1,1)-SD cumple los axiomas de plano proyectivo, como veremos a continuacion:

Teorema 12.28. PG(2,m) existe si y s6lo si existe el disefio simétrico
(m*+m+1,m+1,1)-SD

Demostracion. Es suficiente demostrar que los axiomas de los planos proyectivos se cumplen
en el disefio (m? +m+ 1,m+1,1)-SD para todo m > 2.

Los dos primeros axiomas se deducen directamente a partir de la propia definicién de los
pardmetros k y A, y P2 se cumple como consecuencia de la simetria del disefio, que en términos
geométricos equivale a la dualidad de P1.

Para demostrar que también se cumple el axioma P3, serd preciso encontrar cuatro puntos
no colineales tres a tres. Para ello, consideremos la tinica linea (A = 1) que contiene dos puntos
cualesquiera p,q € P, I,, € L. Como el disefio es incompleto, existe s € P\ [,, y por tanto

podemos considerar las lineas que unen el punto s con los puntos p y g, Iy, y lyq (observar que
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son Unicas, ver la figura 12.2). Entonces,
g UlipUlsy| =3(m—1)+3=3m<m*+m+1
De donde deducimos que
Jdre P\1,,Ul, Ul
O

El resultado siguiente nos proporciona condiciones sencillas para determinar la no existen-
cia de planos proyectivos para determinados érdenes.

Teorema 12.29. Si existe un disefio (m>+m+1,m+1,1)-SD conm=1,2 (mod 4), entonces
existe a,b € Z tal que m = a”> + b>.

En particular, no existen planos proyectivos de orden 6, 14, 21, 22, ... La demostracién de
este resultado es consecuencia del teorema 12.22 para disefios simétricos en general. Esque-
madticamente,

v—1=m(m+1)=0 (mod 2)

de donde, claramente, v es impar para todo valor de m, y el teorema 12.22 asegura en este caso
la existencia de una terna de niimeros enteros (x,y,z) € (Z3)* tal que

2 a2 yv-D)2 P
Z=(k=A)x*+(-1) 7:,y

Sim=1,2 (mod 4), se obtiene que z> +y*> = mx*> y un resultado de teorfa de nimeros
asegura que, en este caso, existe a,b € Z tal que m = a* + b>.

Es preciso mencionar, sin embargo, que este teorema no proporciona condiciones suficien-
tes para la existencia de planos proyectivos de estos 6rdenes. Por ejemplo, se ha mencionado ya
la falta de informacién sobre la existencia de un disefio de parametros (111,11,1)-SD, que evi-
dentemente cumple las condiciones del teorema. Por tanto, la existencia del plano proyectivo
de orden 10, PG(2,10), es un problema por resolver.

Sim=0,3 (mod 4), del mismo teorema 12.22 se obtiene que z> —y> = mx” y por ejemplo
los puntos (1,(m—1)/2,(m+1)/2) y (1,(m—4)/4,(m+4)/4) son soluciones de esta ecua-
cion, con lo que no se puede concluir nada sobre la existencia o no de un plano proyectivo con
estos Ordenes.

En cuanto a resultados concretos de existencia de planos proyectivos, al final de la seccién
dedicada a cuadrados latinos se verd un procedimiento constructivo que asegura la existencia
de P(2,m) cuando m es una potencia de un ndmero primo. Esta construccién estd basada en
los cuerpos de Galois.
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Planos afines

La geometria afin estd intrinsecamente relacionada con la geometria proyectiva, aunque, de
hecho, la geometria afin sigue los postulados de la geometria euclidea, mientras que en la
geometria proyectiva, como ya hemos visto, no es asi. La relacién que hay entre las dos se
pondra de manifiesto, como veremos, a través del disefio residual del disefio simétrico asociado
a un plano proyectivo.

Se dice que una geometria finita G = (P,L) es un plano afin si cumple las condiciones
siguientes:

AQ Paratodo!/ €L,

=2

Al Paratodo p,q € P, |L,NLy| =1

A2 Paratodo [ € L,y paratodo p € P\ [, existe una tnica linea I’ € L, tal que [IN/'| =0
A3 Ecxisten p,q,s € P, no colineales

Los axiomas de planos afines y planos proyectivos difieren s6lo en los dos ultimos y, de he-
cho, la diferencia substancial es entre los axiomas P2 y A2. Cabe observar que son los axiomas
P2 y A2 los que contraponen estas geometrias lineales respecto de la geometria euclidea.

Denotamos por G/ = G* = (P*,L*) el disefio residual que se obtiene suprimiendo una
linea I* € L'y sus puntos del disefio G = (P,L) = (m*> +m+ 1,m+ 1,1)-SD. Demostraremos
que este disefio residual es un plano afin. En primer lugar, los pardmetros del disefio que se
obtiene son los siguientes:

G=(PL) + G*=(PL"
(m>+m+1,m+1,1)-SD «  (m*,m*>+m,m,m+1,1)-BIBD
Pl=m*+m+1 <« |P*=m?
IL|=m’+m+1 < |L*|=m>+m
I|l=m+1 < |l|=m
ILpl=m+1 < |L*)|=m+1
IL,NLJ=1 ¢« |L*,NL*|=1

Ejercicio 12.30. Comprobar que los pardmetros del disefio residual de un plano proyectivo
PG(2,m) son efectivamente los que se han descrito.

Teorema 12.31. El disefio residual de un plano proyectivo es un plano afin.

Demostracion. Comprobemos que G* = (P*,L*) cumple los axiomas de plano afin. Los dos
primeros se deducen directamente a partir de la definicién de disefio residual.
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A0 Paratodo/ € L*, |l|=m>2

A1l Paratodo p,q € P*,

LnLy=1
A2 Para que se cumpla este axioma es preciso comprobar que para todo [ € L*, y para todo
p € P*\ 1, existe una tnica linea [, € L}, tal que |/ N1,| = 0.

Para ello, consideremos la tnica linea /,,- € L, donde p* es el punto [* N[ (véase la
figura 12.6). Como [ NI, = p* en G, entonces, [ N1, =0 en G*.

Figura 12.6: Obtencién de un plano afin a partir del plano proyectivo

A3 este axioma es consecuencia directa de P3, teniendo en cuenta que suprimiendo una linea
en un plano proyectivo siempre quedan como minimo tres puntos no colineales.

O
Denotamos por AG(2,m) el plano afin de orden m, es decir, el plano afin que tiene m puntos

en cada linea.
Podemos invertir el proceso que hemos seguido para obtener un plano afin a partir de un

plano proyectivo, afiadiendo al plano afin la linea /*, formada por los puntos correspondientes
a las intersecciones entre lineas que no tienen interseccién en AG(2,m). Asi,

G=G"ur
En la figura 12.7 hay representado el plano afin de orden dos y el correspondiente plano
proyectivo.
Ejercicio 12.32. Comprobar que efectivamente PG(2,m) = AG(2,m) U[*.
Teorema 12.33. AG(2,m) existe si y sélo si existe PG(2,m).

© Los autores, 2001; © Edicions UPC, 2001.



314 MATEMATICA DISCRETA

Figura 12.7: AG(2,2) y PG(2,2)

12.3 Cuadrados latinos

Un cuadrado latino de orden n es una matriz de orden n X n cuyos términos son elementos de
un conjunto cualquiera S de tamafio n, de manera que cada fila y cada columna contenga todos
los elementos de S.

Por ejemplo, la matriz

(ST NS R
—_— W DN
N = W

es un cuadrado latino de orden 3.

Est4 claro que cada fila y cada columna de un cuadrado latino es una permutacién de los
elementos de S. También estd claro que un cuadrado latino es un disefio completo simétrico
con n bloques repetidos, cada uno de ellos igual a S.

Es fécil ver que existen cuadrados latinos de cualquier orden. Sélo es preciso identificar S
con un grupo G del mismo orden y considerar como cuadrado latino Q, la tabla de su operacidn,
de manera que a g;; € Q le corresponda g; € G siy sdlo si gy = g;g;. Cabe observar que, de
esta manera, ningtin elemento se repite en ninguna fila ni en ninguna columna. Por ejemplo,
los dos cuadrados latinos siguientes se corresponden con las tablas de los grupos Z4 'y Zo X Z
(en este dltimo se identifica (0,0) con 0, (0,1) con 1, (1,0) con 2y (1,1) con 3):

01 23 01 23
1 230 1 0 3 2
2 301 2 3 01
301 2 3210

Dos cuadrados latinos de tamaiio n son equivalentes si es posible deducir uno del otro me-
diante una permutacién de los simbolos. Por ejemplo, los cuadrados que figuran a continuacién
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son equivalentes:

1 2 2 1
1 1 2
1 23 321
2 31 2 1 3
31 2 1 3 2

En general, las tablas de grupos no isomorfos proporcionan ejemplos de cuadrados latinos no
equivalentes.

Como el nombre de los elementos de S es irrelevante, supondremos que S = {1,2,... ,n}.
Un cuadrado latino Q = (g;;) de orden n se dice normalizado si los términos de la primera
columna aparecen en el orden natural, es decir, para todo i, g;; = i. Observemos que siempre
podemos obtener cuadrados latinos normalizados permutando los nombres de los simbolos.

Un cuadrado latino Q = (g;;) de orden n se llama idempotente si los términos de la diagonal
aparecen en el orden natural, es decir, para todo i, g;; = i.

Cuadrados latinos mutuamente ortogonales

El llamado problema de los 36 oficiales (L. Euler, 1782) dio origen a lo que se conoce hoy en
dia por cuadrados latinos mutuamente ortogonales.

El problema consistia en encontrar, dadas 6 graduaciones y 6 regimientos, una formacién
de 6 x 6 oficiales tal que en cada fila y en cada columna hubiese un oficial de cada regimiento
y de cada graduacién.

Una posible ordenacion de los oficiales de manera que en cada fila y en cada columna haya
s6lo un oficial de cada graduacién es la que figura a continuacién:

G Go¢ Gy Gs Gz Gy
Gy Gy Gg¢ Gz Gp Gs
G2 G5 G3 G6 G4 Gl
Gs Gz G Gs Gg Gy
Ge G Gs Gy Gs Gs
G3 G4 G5 G 1 G 2 G6
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Una posible ordenacién de los oficiales de manera que en cada fila y en cada columna haya
s6lo un oficial de cada regimento es la que figura a continuacion:

Ri R, R3; R4y Rs Rg
R; Ry, Ry Rs R4 R;
Ry R3 Ry Rs Re¢ R4
Ry Rs R¢ Ry R, Rj
Re R4 Rs R3; R R,
Rs R¢ Ry Ry R3 R

Es preciso observar que cada fila y cada columna de estas ordenaciones contiene todas
las graduaciones (regimientos) o, equivalentemente, ninguna fila o columna contiene ninguna
graduacién (regimiento) mds de una vez.

El problema tendra solucion si, superponiendo las dos ordenaciones, cada par (G;,R;) apa-
rece en la formacién una tnica vez. En este caso, esto no es asi, como se puede observar en el
cuadro siguiente:

11 62 23 54 35 46
43 21 62 36 14 55
22 53 31 65 46 14
54 35 16 41 62 23
66 14 45 23 51 32
35 46 54 12 23 61

Por ejemplo, la pareja 62 aparece tres veces, mientras que las parejas 33 o 44, entre otras,
no aparecen.

Euler usaba el alfabeto griego para denotar las graduaciones y el alfabeto romano para
denotar los regimientos, y por ello denominaba greco-romanos a estos cuadrados. Esta es
también la razén por la cual los cuadrados latinos se denominan de esta manera.

(Es posible obtener alguna ordenacién de manera que este problema tenga solucién?

Euler conjeturé que si n =2 (mod 4), entonces no existe ningtin cuadrado greco-romano
de orden n. En esta seccion trabajaremos sobre esta conjetura.

El problema de los 36 oficiales es un problema que exige la existencia de dos cuadrados
latinos tales que superponiéndolos aparezcan todas las posibles parejas o, de forma equivalente,
no se repita ninguna. Para comenzar definiremos este concepto.

Dos cuadrados latinos A = (a;;) y B = (b;;) de tamafio n son ortogonales si los n® pares
ordenados (a;;,b;;) € A x B son todos diferentes. Lo denotaremos escribiendo

ALB (oBLA)
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En primer lugar es preciso observar que no existen cuadrados latinos ortogonales de tamafio
2. Si tomamos n = 3, podemos considerar un ejemplo clasico introducido por Fisher (1926).
De hecho, fue Fisher quien recuper6 y utilizé de forma sistemadtica los cuadrados latinos para
tratar esencialmente experimentos sobre agricultura. En su ejemplo se trataba de estudiar la
incidencia conjunta de tres fertilizantes { f1, f2, f3} y tres insecticidas {ij, 2,73 } sobre un campo
dividido en tres parcelas {P;,P,, P}, durante tres afios consecutivos, {A;,A2,A3}. Por ello,
es preciso combinar en cada afio y cada parcela una pareja formada por un fertilizante y un
insecticida de manera que todas las parejas hayan sido probadas.

Las figuras 12.8 y 12.9 muestran que las dos condiciones son compatibles en el sentido
de que es posible obtener todas las combinaciones, es decir, existen dos cuadrados latinos

ortogonales de tamafio tres.

Al Ay Az A Ay Az
Pl fi o fs P i B i3
P fi N Pliyz i1 D
P fs fi f Pyl iy i3 i

Figura 12.8: Cuadrados latinos de tamafio tres

Ar Ay Az
P |11 22 33
P23 31 12
P32 13 21

Figura 12.9: Cuadrados latinos ortogonales de tamafio tres

En la figura 12.10 hay un ejemplo de tres cuadrados latinos ortogonales dos a dos de orden
4. Desde el punto de vista del disefio de experimentos, se pueden interpretar como tres aspectos
diferentes de un mismo fenémeno que se quieren contrastar dos a dos. Es inmediato comprobar
que estos tres cuadrados son mutuamente ortogonales. Esto nos lleva a la definicién siguiente.

Se dice que una familia A;,A»,... ,A; de cuadrados latinos del mismo orden constituye un
conjunto de MOLS (Mutually Orthogonal Latin Squares) si A; L A; para todo i, j, i # j.

Es natural plantearse la cuestién siguiente. ;En qué condiciones existe una familia de
MOLS? En esta seccion trataremos este problema y daremos un método constructivo para
encontrar familias de MOLS para ciertos valores de orden n.
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1 2 3 4 1 3 4 2 1 4 2 3
2 1 4 3 2 4 3 1 2 3 1 4
3 4 1 2 31 2 4 3 2 41
4 3 2 1 4 2 1 3 4 1 3 2

Figura 12.10: Cuadrados latinos mutuamente ortogonales

Proposicion 12.34. Si A y B son cuadrados latinos ortogonales, los correspondientes cuadra-
dos normalizados también lo son.

Demostracion. Sean A = (a;;) y B = (b;;) dos cuadrados latinos ortogonales. Si efectuamos
las permutaciones 61 y 6> de {1,2,... ,n} en A y B respectivamente, cada par (a;;,b;;) se trans-
forma en (o1 (a;j),02(b;j)), de manera que contintia habiendo todos los pares y la condicién
de ortogonalidad se mantiene. Sélo es preciso entonces efectuar las permutaciones necesarias
para normalizar cada uno de los cuadrados. U
Proposicion 12.35. Si existe una familia de k MOLS de orden n, entonces k < n— 1.
Demostracion. SeaAj,As, ... ,Ai una familia de MOLS normalizada de orden n. SiA, = (af’j)
yA,;= (a:-’j) son dos cuadrados cualesquiera de esta familia, sdlo es preciso observar que

(01172,61(]12) 7é (ia i)a I<i<n

N

. p q _ P q . . ., .
ya que, sino, (aj,,d,) = (a};,aj;), cosa que contradice la condicién de ortogonalidad entre A,
y Ag. Por tanto,

1 2 k
a12,072y--- 072

son todos diferentes y, consecuentemente, k < n— 1. |

Un conjunto completo de MOLS de orden n es un conjunto de n — 1 MOLS de orden n.

Si N(n) representa el nimero méaximo de MOLS de orden 7, sabemos que N(2) =1, N(3) =
2yN(4) =3.

(Para qué valores de n, N(n) = n—1? Es decir, {para qué valores de n existe un conjunto
completo de MOLS de orden n?

El teorema siguiente, debido a Bose (1938), garantiza la existencia de un conjunto completo
de MOLS para cualquier potencia de un nimero primo. La demostracién es constructiva y
consiste esencialmente en identificar el conjunto de variedades con los elementos de un cuerpo
del mismo orden.

Teorema 12.36. Si p es un niimero primo, N (p*) = p* — 1, para todo k € N.
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Demostracion. Identifiquemos el conjunto de p* = n variedades con el cuerpo de Galois del
mismo orden.

V & GF(n) = {fO :Oafl - 17f27"' 7fn*1}

donde f; = o', 2 <i < n—1,siendo o un elemento primitivo del cuerpo.
A partir de los elementos del cuerpo definimos la familia siguiente de matrices:
A = (a) 1<i<n-—1
a; = fifi+fi 0<ij<n—1

(aqui los indices van de 0 a n — 1 en lugar de ir de 1 a n como es habitual). En primer lugar,
demostraremos que estas matrices son cuadrados latinos. Para ello, comprobemos que los
elementos de cada fila y de cada columna son todos diferentes. Si af ;= afk, entonces f; f;+ fi =
fifi+ fi'y, como f; # 0, deducimos que f; = fi y por tanto j = k. Razonando de forma similar,
se demuestra que los elementos de cualquier columna son todos diferentes.

Demostraremos ahora que la familia de matrices definida constituye un conjunto completo
de MOLS. Para ello es preciso demostrar que cualquier par de estas matrices son ortogona-
les. Supongamos que no lo son. Entonces, existen dos pares iguales ocupando posiciones
diferentes, es decir,

) [
(aijv a?}) = (ahkv a%{)

de donde
fifi+fi = Jifit T
Jufi+fi = Jufitta
Restando estas dos igualdades deducimos que f; = f; y, por tanto, j =k e i=h. U

Como ejemplo de aplicacion del teorema anterior, veamos cOmo se construyen conjuntos
completos de MOLS de 6rdenes tres y cuatro. Para los de orden tres, consideramos GF (3) =
(Z3,4+,-) y obtenemos los dos cuadrados ortogonales a partir de las igualdades:

a(l)j = j a%j = 2j
a}j = j+1 a%j = 2j+1
ay; = j+2 as; = 2j+2
de donde
01 2 0 2 1
A= 1 2 0 Ay = 1 0 2
2 00 210
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Para los de orden cuatro, consideremos GF (4) = (Z[x]/(x* +x+1),+,-), donde

o/ +x+1)={fo=0, i=1, o=ux, =x+1}

En este caso, los cuadrados ortogonales se obtienen a partir de las igualdades siguientes:

ay; = fi ay; = ff @Q; = fifi
aj; = fi+l ai; = fHfi+l a; = fafi+1
a; = fith a; = ffith a; = ffith
d, = fi+f @ = hfi+hs 4, = Bfi+h
0 1 x  x+1 0 x  x+1 1
1 0 x+1 X 1 +1 0
AIZ Azz * .
x  x+1 0 1 X 0 1 x+1
x+1 X 1 0 x+1 1 0 X

0 x+1 1 X

1 X 0 x+1

X 1 x+1 0
x+1 0 X 1

Ay =

Para simplificar la notacién, podemos expresar las anteriores matrices identificando f, = x con
2y fs =x+1con 3, y obtener

012 3 0 2 31 031 2
A = 1 03 2 Ay = 1 320 Ay = 1 20 3
23 01 2 01 3 2130
3210 310 2 3021

Realmente no es necesario hacer todos estos cdlculos. Los conjuntos completos de MOLS

que proporciona el teorema 12.36 siguen un comportamiento general sencillo que explicitamos
a continuacion:

Método constructivo de un conjunto completo de n —1 MOLS para n = p~, p
primo.

1. Aj es la tabla del grupo aditivo (GF (n),+), ya que f; = 1y, por tanto, a}j =
fi+fi

2. Todos los cuadrados tienen la primera columna igual, ya que fy = 0y, por
tanto, afo =f
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3. Las columnas restantes de cada A; se obtienen haciendo la permutacién ci-
clica (23...n) de las columnas del cuadrado anterior A;_;. Este compor-
tamiento se debe al cardcter ciclico de (GF(n)*,-), como demostramos a
continuacién. Si o es un elemento primitivo de GF (n),

fi=om1<ig<n—1
Entonces, para2 < j<n—1yl>2,
I+1 _ 1 f— oy — oo 4 £ = £ F 4
a; =fifitfi=ool  +fi=o o+ fi= fifi + fi=ay

Es preciso mencionar que Wernicke (1910) enunci6 el reciproco del teorema anterior, es
decir, si existe un conjunto completo de MOLS de orden n, entonces #n es una potencia de un
primo. Se detectaron errores en la demostracién de este resultado y hasta ahora continda siendo
un problema abierto.

Una manera de obtener nuevas familias de MOLS a partir de otras la proporciona el resul-
tado siguiente, obtenido por MacNeish (1922).

Teorema 12.37. Si existen dos familias de kK MOLS de 6rdenes respectivos n y m, entonces
existe una nueva familia de kK MOLS de orden nm.

Demostraciéon. Sean Fy y F, dos familias de K MOLS de 6rdenes respectivos n'y m:

Fi = {AnLA,.. A}
F2 == {Bl,BZ,...,Bk}
Definimos una nueva familia F3 = {C},C,,... ,C;} de orden nm a través del producto cartesia-

no de las matrices de las familias anteriores:

(alllaBl) (allnaBl)
C=AXB = : :
(a,B1) - (ah,,B1)
donde
(aﬁjvblll) (afjvbllm)
(agjaBl) = : *.
(agj’bfnl) "‘ (afj’binm)

Es preciso demostrar que F3 es una familia de MOLS.
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En primer lugar, comprobemos que los elementos de F3 son cuadrados latinos. Para ello
s6lo es preciso observar que dos elementos cualesquiera de una fila (columna) de C;, 1 <[ <k
son diferentes ya que A; y B; son cuadrados latinos:

(aij,bl) # (aiy.bly)
(@jsbiw)  # (ayb,)

Comprobemos ahora que los elementos de F3 son mutuamente ortogonales. Para ello, supon-
gamos que existen dos parejas de elementos iguales a (C;,Cy,) € F3 x F3,
(( al bl

ijr“uv

), (@l b)) = (i bigy) (a3 b))

Entonces, igualando componentes y teniendo en cuenta que A; L A, y B; L By, deducimos que
las posiciones también tienen que coincidir. U

Como consecuencia directa de este teorema tenemos el resultado siguiente:
Teorema 12.38. Sin = p)' p5?--- ps es la descomposici6n en factores primos de n, entonces
N(n) > min{p/ — 1,1 <i<s}

El tnico caso en que el mds pequefio de los p;" en la descomposicién en factores primos de
n es 2 se da cuando n es par pero no divisible por cuatro. Asi pues,

Corolario 12.39. Sin #2 (mod 4), entonces N(n) > 2.

Teniendo en cuenta este resultado, deducimos por ejemplo que hay como minimo dos cua-
drados latinos de orden 12 mutuamente ortogonales, N(12) > 2. Si n = 2m, donde m es un
nimero impar, s6lo deducimos que N(n) > 1. Recordemos que la conjetura de Euler decia
que, en este caso, N(n) = 1. Para m = 1, estd claro que N(2) = 1. Para m = 3, Terry obtuvo
en 1901 todas las posibles parejas de cuadrados latinos de orden 6 (9.408, considerando sélo
cuadrados latinos normalizados) y no encontré ninguno que fuese ortogonal. Por tanto, el pro-
blema de los 36 oficiales no tiene solucidn y parte de la conjetura de Euler es cierta. Pero no
fue hasta 1960 que Bose, Parker y Shrikhande demostraron, mediante disefios experimentales,
que la conjetura es falsa, excepto justamente en los casos conocidos n = 2,6.

Teorema 12.40. N(n) >2, n=2 (mod 4), n#2,6.

La demostracion de este resultado es muy larga y, por este motivo, se ha intentado encontrar
demostraciones mds sencillas, pero de momento no se ha conseguido.
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MOLS y planos proyectivos

La existencia de un conjunto completo de MOLS, tal como veremos a continuacion, equivale
a la existencia de un plano proyectivo. La demostracién de este resultado es constructiva y
pensamos que muy instructiva. En particular, proporciona un método para construir los planos
proyectivos de orden n = p*, p primo, a partir de la familia completa de MOLS que se ha
descrito en el teorema 12.36 del apartado anterior.

Teorema 12.41. Existe un plano proyectivo de orden m, si y sélo si existe un conjunto com-
pleto de MOLS de orden m.

Demostracion. Sea PG(2,m) un plano proyectivo de orden m. Consideramos una linea cual-
quiera [ de PG(2,m) y escogemos dos puntos arbitrarios p y g de . Consideramos ahora las
intersecciones entre los conjuntos de lineas siguientes:

L\l = {l,,,....I"}
L\l = {l3,i3,....I"}

que denotamos por
Di = l;) N lé

y P1,--- >, Pm—1 son los puntos de / diferentes de p y gq.
Definimos la familia de matrices de orden m x m,

F={A=(d)),1<k<m-1}

de manera que af-‘j representa la linea de PG(2,m) que pasa por los puntos p;; y px € I\ {p,q}.

Demostraremos que F es un conjunto completo de MOLS. En primer lugar, es preciso
comprobar que los elementos de F son cuadrados latinos. Cualquier matriz A; sélo tiene m
elementos diferentes, ya que por py sélo pasan (m+ 1) rectas, y de éstas la recta [ no intersecta
con p;;. Por otra parte, los elementos de una fila (columna) son todos diferentes. Efectivamente,
si af; = afy (af; = aj ), entonces pij = pijr (pij = pij), ya que ajj,a; € Ly, (af,a5; € Ly), ¥,
por tanto, j = j' (i =1{').

Es preciso comprobar también que los elementos de F son mutuamente ortogonales. Su-
pongamos lo contrario, es decir, que Ag,A; € F son tales que alguna pareja, (ai.‘j,ag-), aparece
mas de una vez, o sea

koK ko)
(aijaaij) = (ai’j’aai’j’)

Entonces, igualando componentes, obtenemos que los puntos py, p;; y pij €stn en una misma
linea /', y, de forma similar, los puntos py, p; j Y prj estan sobre otra linea 1", de manera que
I'nl" ={pij,pir}, lo que contradice el axioma P2.
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En sentido contrario, sea ahora F = {A,A;,... ,A,,_1} un conjunto completo de MOLS.
Podemos construir un plano proyectivo de orden n de la forma siguiente.

Consideremos una malla cuadrada de tamafio m X m y definamos el conjunto de lineas
formado por las lineas horizontales y las lineas verticales, es decir, 2m lineas. Definamos
también el conjunto de puntos formado por las intersecciones de las lineas de la malla, mas los
puntos x e y que se obtienen de intersectar las lineas horizontales entre ellas y las verticales
entre ellas. De esta manera tenemos m> + 2 puntos.

Consideremos ahora, para cada cuadrado latino A; € F, el conjunto L; formado por todas
las lineas que se obtienen al unir las diferentes posiciones que ocupa un mismo elemento de
A; y denotemos por x; el punto, exterior a la malla, donde hacemos intersectar estas lineas.
Observemos que, por el hecho de ser A; un cuadrado latino,

L;| = m, y que, por el hecho de ser
F una familia de MOLS, x; # x; si i # j. Finalmente afiadimos una nueva linea que contiene
los (m — 1) puntos x; y ademds el x y el y.

De esta manera tenemos un conjunto de puntos P y un conjunto de lineas L tales que:

|| = m*+[{xy}+{x |1 <i<m[=m’ +m+1
L] = 2m+(m—Dm+1=m>+m+1

|] = m+1,VieL

|Lp| = m+1,YpeP

IL,NLy = 1,Vp,qeP

Este es un 2-disefio simétrico con pardmetros (m*>+m+1,m+1,1)-SD y, por tanto, un
plano proyectivo de orden m, PG(2,m). O

En la figura 12.11 se muestra por ejemplo la construccién del plano proyectivo de orden
tres, PG(2,3), a partir del siguiente conjunto completo de MOLS:

A= Ay =

o= O
S N =
=R ]
D = O
—_ O N
S N =

Como consecuencia del teorema anterior, deducimos que existe un plano proyectivo de
orden cualquier potencia de un primo. De la misma manera, se podria haber relacionado la
existencia de un conjunto completo de MOLS de orden m con la de un plano afin del mismo
orden (recordemos que hay un plano proyectivo de orden m si y sélo si hay un plano afin del
mismo orden).

Corolario 12.42. Sim = p, con p primo, entonces existen PG(2,m) y AG(2,m).
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X1

X2

y

Figura 12.11: PG(2,3)

Notas bibliograficas

Son muchos los libros de combinatoria que dedican una parte importante al estudio de los
disefios, y hay otros mas especificos que se dedican exclusivamente al estudio de los disefos.
Aqui hemos escogido una muestra que creemos suficiente para cubrir un margen amplio de
niveles de exigencia.

El texto de Anderson [1] presenta una visién global de las posibilidades del tema que
puede ser 1til en un nivel basico. En el libro de Wallis [6] se tratan todos los aspectos bésicos
relacionados con el tema de forma clara y més extensa. El texto de Street y Street [4] puede
ser un libro complementario y presenta diferentes métodos para la construccién explicita de
disefios que no han tenido un espacio en este libro. En este sentido recomendamos también el
libro de Hall [2], que ademds contiene de forma muy comprensible toda la informacién bésica
sobre esta teorfa. Los lectores mds interesados se pueden dirigir a [3] o a [5]. En el primero se
tratan todas estas cuestiones desde un punto de vista més formal, mientras que, en el segundo,
el estilo es mds conciso pero hay més informacién. Ambos textos son de un nivel més exigente
que los anteriores.
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[1] L Anderson. A First Course in Combinatorial Mathematics, Oxford University Press, 1979.
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Problemas

1. Estudiar los valores de r = A, A» y A3 en la siguiente estructura combinatoria E definida

sobre el conjunto V = {1,2,3,4,5,6,7} y que tiene por conjunto de bloques los que

figuran a continuacion:

B,
B,
Bj
By
Bs
Bg
B;

{1,2,4}
{1,3,7}
{1,5,6}
= {2,3,5}
{2,6,7}
{3,4,6}
{4,5,7}

{1,2,4}
{1,3,7}
{1,5,6}
{2,3,5}
{2,6,7}
{3,4,6}
{4,5,7}

Comprobar que si se define la relacién de equivalencia R que identifica bloques iguales,

entonces, E /R es isomorfo a STS(7).

2. Comprobar que el conjunto de bloques que figuran a continuacién, obtenidos a partir del

conjunto V = {1,2,3,4,5,6,7}, no es un 2-disefio:

B,
B,
Bj
By
Bs
Bg
B;

{1,2,4}
{1,3,7}
= {1,5,6}
{2,3,5}
{2,6,7}
= {3,4,6}
= {4,5,7}

Bg

By

Bio
By
Bz
B3
By

{1,2,4}
{1,3,7}
{1,5,6}
{2,3,6}
{2,5,7}
{3,4,5}
{4,6,7}

Comprobar también que la estructura definida en este ejercicio no es isomorfa a la defi-

nida en el ejercicio anterior.
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3.

10.

11.

12.

Estudiar los pardmetros de la estructura siguiente e interpretarla como una 2-estructura
y también como una 1-estructura:

B, = {1,2,3,6}
B, = {1,2,5,7}
By = {1,3,4,5}
V={1,2,3,4,5,6,7} By, = {1,4,6,7}
Bs = {2,3,4,7}
Bs = {2,4,5,6}
B; = {3,5,6,7}

Comparar la matriz de incidencia de esta estructura con la matriz de incidencia de
STS(7).

. Demostrar, de forma constructiva, que la condicién de la proposicién 12.3, bk = rv es

también suficiente para la existencia de un disefio regular con pardmetros (v,k,r).

. Un disefio regular D = (V,B) con pardmetros (v,k,r) se dice frivial si cada k-subcon-

junto de V estd contenido como minimo en un bloque de B. Demostrar que un disefio D
es trivial si y s6lo si D es un 7-disefio para todo ¢ tal que 0 < ¢ < k.

. Demostrar que un 2-disefio con v =8y k = 3 es trivial.
. Demostrar que no puede existir un sistema de Steiner con pardmetros S(5,7,13).

. Demostrar que si existe un sistema de Steiner S(3,4,v), entonces v = 6n + 2, o bien,

v = 6n + 4, para algin natural n. (Se demuestra que éstas son también condiciones
suficientes.)

. Demostrar que no puede existir ningtin 4-disefio con parametros (11,7,2).

Demostrar que para el disefio 5-(24,8, 1), todos los A4, A3, A, ¥y Ay son enteros.

Demostrar que si D es un 2-disefio con pardmetros (v,k,A), entonces son equivalentes
las afirmaciones siguientes:

(a) b=v;
(b) k=r;
(c) DT es un 2-diseiio;

(d) D y DT son disefios simétricos con parametros (v,k,A)-SD.

Demostrar que no existen 2-disefios simétricos con pardmetros:
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13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

(a) (47771)_SD
(b) (22,7,2)-SD
(©) (29,8,2)-SD

Demostrar que hay un tnico 3-(8,4, 1) disefio (salvo isomorfismos).

Examinar todos los posibles conjuntos de parametros para un disefio simétrico con A = 1
y k < 24. Decidir cuindo:

(a) existe algtin disefio simétrico con estos pardmetros;

(b) no existe disefio simétrico con estos pardmetros;

(c) no se puede decidir.
Examinar todos los posibles conjuntos de pardmetros con A = 2 y k < 16. Decidir cudn-
do:

(a) no puede existir ningdn disefio simétrico (v,k,2)-SD;

(b) el teorema BRC no d4 informacioén para la existencia de disefios simétricos con

estos parametros.

Demostrar que, si un cuadrado latino de tamaiio # tiene un subcuadrado latino de tamaiio
m < n, entonces 2m < .

Demostrar que el siguiente cuadrado latino no se corresponde con la tabla multiplicativa
de ningin grupo finito.

O N S R S
W W k=N
A NN = W
N — WA
—_— W N R~ W

Demostrar que no existe ningtin cuadrado latino ortogonal con

—_— O W N
N = O W

W N = O
S W N =

Demostrar que el tnico cuadrado latino normalizado de orden 4 que admite cuadrados
latinos ortogonales es
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W N = O
N WO =
—_ O W N
S = N W

20. Usando el ejercicio anterior, demostrar que, salvo isomorfismos, existe s6lo un plano
afin y un plano proyectivo de orden 4.

21. De forma similar al ejercicio anterior, demostrar que los planos afines y proyectivos de
orden 3 son tnicos.

22. Un cuadrado latino se dice auto-ortogonal si es ortogonal a su propio transpuesto.

(a) Demostrar que, en un cuadrado latino auto-ortogonal, los elementos de la diagonal
tienen que estar ordenados consecutivamente, es decir: 1, 2, 3, ...

(b) Demostrar que no existen cuadrados latinos auto-ortogonales de tamaifio 3.

(c) Encontrar cuadrados latinos auto-ortogonales de tamaiio 4 y tamafio 5.
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